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Resumo 
Este trabalho dedica-se ao estudo do metodo de Galerkin descontinuo aplicado a problemas 
de convec<;iio-difusao. 0 metodo de Galerkin descontinuo (MGD) e urn variante do metodo 
de elementos finitos tradicional (MEF) em que as fun~iies do espa~o de interpola~ao sao 
descontinuas entre elementos. A motiva<;ao para o estudo do MGD vern da meci\nica dos 
fluidos. Muitos problemas de meci\nica dos fluidos apresentam solu<;ao com fortes gradientes 
ou descontinuidades. Sao os problemas de choque e de camada limite. Nessas regiiies de 
forte gradiente ou descontinuidades, o MEF apresenta oscilar;iies na solur;ao nurnerica. Essas 
oscila<;iies tornarn 0 metoda pouco estavel, podendo-se obter solU<;iies nao-fisicas como pressao 
negativa. 0 metoda de Galerkin descontinuo permite evitar ou reduzir essas oscila~oes. 
V arias forrnular;iies sao disponiveis na literatura e algumas del as sao tratadas neste trabalho, 
ern especial a forrnula~ao de Baumann e Oden. Propiie-se a cornbinar;ao dos rnetodos de 
elementos finitos e Galer kin descontinuo em urna rnesma sirnula<;ao, obtendo-se as vantagens 
de cada urn deles. 
Vl 
Abstract 
The present work is dedicated to study the discontinuous Galerkin method (DGM) applied 
to convection-diffusion problems. The DGM is a variant of the so-known finite element 
method (FEM). In DG M the interpolation space is formed by discontinuous functions between 
elements, called a broken-space. The motivation of this work comes from fluid mechanics. 
Many problems in fluid mechanics have discontinuous solutions or high-gradient solutions. 
They are shock problems or boundary layer problems. On regions of high-gradient or around 
discontinuities the FEM presents oscillations in the numeric solution. It makes the FEM 
unstable and it is possible to obtain non-physical solutions like negative pressures. DGM 
allows to avoid or reduce these oscillations. Some formulations available in the literature 
are tested in this work, specially that proposed by Baumann and Oden. In this work, we 
propose a formulation which combines FEM and DGM in the same simulation obtaining the 
advantages of both methods. 
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Este trabalho dedica-se ao estudo do metodo de Galerkin descontfnuo aplicado a problemas 
de convec<;ao-difusao. Sao adotadas formula<;oes variacionais disponfveis na literatura e im-
plementadas no ambiente de programa<;ao de elementos finitos PZ. Testes sao utilizados para 
compara<;ao de resultados e taxas de convergencia com o disponfvel em literatura. 
0 ponto de partida e 0 metodo de elementos finitos. 0 metodo de elementos finitos tern 
tido sucesso porque e abrangente e pode ser aplicado em diversos domfnios da engenharia 
e da matematica. Sua sistematica de solu<;ao, a partir de uma formula<;ao variacional, e 
muito parecida, ou identica, para muitos tipos de problemas. Isso permite sua aplica<;ao em 
imlmeras areas: mecanica dos fluidos, mecanica dos solidos, eletro-magnetismo, termica etc. 
Uma aplica<;iio do metodo de elementos finitos e a simula<;iio de fen6menos de mecanica 
dos fluidos. Tais problemas tern sido tratados ha bast ante tempo por elementos finitos. Entre-
tanto, em problemas com camada limite, o metodo tern apresentado solu<;oes com qualidade 
insatisfat6ria. Em regioes de camada limite, as solu<;oes de elementos finitos apresentam 
oscila<;oes, nao captando corretamente o fenomeno ffsico. 
0 metoda de Galerkin descontfnuo e uma varia<;iio do metoda de elementos finitos em 
que a continuidade da solu<;ao entre parti<;oes do domfnio nao e imposta atraves do espa<;o 
de interpola<;iio, mas de forma fraca, atraves de termos integrais - sobre o contorno dos 
elementos - na formula<;iio variacional. 0 metodo e uma area ativa de pesquisa, podendo-se 
citar [2, 7, 9, 13] entre outros. 
Alguns pesquisadores tern estudado a aplica<;ao do metoda de Galerkin descontfnuo em 
problemas de mecanica dos fluidos, com o intuito de suprir as deficiencias do metodo de 
elementos finitos em camadas limites. 0 objetivo deste trabalho e estudar essa aplica<;ao 
do metoda de Galerkin descontfnuo, monitorando a qualidade das solu<;oes encontradas e 
as taxas de convergencia do metodo. Seriio adotados problemas de convec<;ao-difusao linear 
como problema modelo para o estudo. 
2 CAPiTULO 1. INTRODU(JAO 
A convec.;ao sera tratada com urn esquema do tipo Up Wind e a difusao sera modelada 
com diferentes formula~oes descontinuas, que serao comparadas. 
0 presente trabalho e desenvolvido no LabMeC- Laborat6rio de Mecanica Computacional 
da Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo da UNICAMP. 0 LabMeC 
desenvolve urn ambiente de programa<;i'io de elementos finitos denominado PZ. Seguindo a 
filosofia de orienta.;ao a objetos, o PZ tern se mostrado robusto e abstrato o suficiente para 
suportar diversas pesquisas. Sua maior qualidade e a abstra<;ao de conceitos como formula<;ao 
variacional, particionamento geometrico do dominio, espa~os de interpola.;ao e resolu<;ao de 
problemas algebricos em pacotes bern distintos. Essa separa.;ao permitiu a integra~ao de 
espa~os de interpola~ao descontinuos e da formula~ao variacional de Galerkin descontinuo. 
Desse modo, todas as funcionalidades geometricas e algebricas do ambiente PZ sao disponiveis 
tambem para os trabalhos de Galerkin descontinuo. 
Ja foram desenvolvidos no LabMeC trabalhos de Galerkin descontinuo em mecanica dos 
fluidos [4, 18], sempre com enfoque na convec~ao. Este e o primeiro trabalho de Galerkin 
descontinuo desenvolvido no LabMeC com enfoque no termo de difusao. 0 objetivo deste 
trabalho, portanto, enquadra-se no projeto de desenvolvimento do ambiente PZ aplicado 
a problemas de mecanica dos fluidos, contribuindo com a implementa~ao e avalia.;ao das 
tecnicas de Galerkin descontfnuo aplicadas a problemas elipticos. Com enfoque no termo 
eliptico, este trabalho propoe a analise da tecnica de Galerkin descontinuo em problemas de 
convec<;ao-difusao com convec~ao dominante. 
Capitulo 2 
Objetivos 
A proposta deste trabalho e avaliar a qualidade da formula~ao do metodo de Galer kin descon-
tinuo para problemas de convec~ao-difusao, em que a convec~ao e dominante. 0 LabMeC ja 
tern experi€mcia em problemas de convec~ao pura, em especial aquela descrita pelas equa~oes 
de Euler. 
Nesse contexte, este trabalho e o primeiro realizado no laborat6rio que leva em conta o 
termo de difusao dos problemas de mecanica dos fluidos. 
0 metodo de Galerkin descontinuo e robusto na aplica~ao em problemas convectivos 
puros. Propoe-se o estudo desse metodo no tratamento de fen6menos que incluem a difusao 
juntamente com a convec~ao. 
A motiva~ao para o estudo de Galerkin descontinuo vern do fato de que o metodo de 
elementos finites apresenta deficiencias em modelagens com camada limite, apresentando 
oscila~oes nessas regioes. Uma vez que o metodo de Galerkin descontinuo e robusto em 
problemas convectivos puros, propoe-se o seu estudo com a inclusao do fen6meno de difusao 
a convecgao. 
Devem ser atingidos os objetivos: 
• comparagao de diversas formula~oes para operadores elipticos; 
• adequagao do codigo para simula~oes continuas-descontinuas; 
• avalia~ao da qualidade da aproxima~ao em camadas limites; 
• avaliagao numerica da taxa de convergencia. 
Capitulo 3 
Revisao Bibliografica 
A revisiio bibliograJica abrange o estudo de formula<;oes variacionais, dos metodos de ele-
mentos finites e de Galer kin descontfnuo, da linguagem de programa<;iio C++, da filosofia de 
programa<;iio orientada a objetos e do ambiente de programa<;iio de elementos finitos PZ. 
3.1 Motivac;;ao 
A motiva<;iio para o estudo das equa<;6es de convec<;iio-difusiio se baseia na ampla aplicagiio 
dessas equagoes, desde a problemas de mecanica dos fluidos ate a problemas de dinamica de 
popula<;oes. 
Segundo Clovis Maliska [12], "o escoamento de fluidos com ou sem transferencia de calor 
esta envolvido praticamente em todos os processos de produ<;iio de energia, nos fenomenos 
ambientais, nos equipamentos termicos, na engenharia aeronautica e aeroespacial, na enge-
nharia de reatores, na bioengenharia etc". 
Roberto Heiderich [8] aplicou as equa<;6es de convec<;iio-difusiio ao estudo da dinamica de 
popula<;6es. "Hoje, a Dinamica de Popula<;6es e largamente empregada na Biomatematica, 
representando urn formaliza<;iio matematica e, por consequencia, uma sfntese de diversas teo-
rias biologicas desde fenomenos de ocorrencias em nivel molecular, observaveis em processes 
ffsico-quimicos, passando pelo nfvel celular em fisiologia e chegando a processes epidemiol6gi-
cos e sociobiol6gicos em organismo superiores, aqui incluido-se evidentemente as sociedades 
humanas", descreve Heiderich [8]. 
Em escoamento de fiuidos compressfveis, em que a velocidade do escoamento exceda 
a velocidade do som, fenomenos conhecidos como cheques podem ocorrer. Em regioes de 
cheques, a varia<;iio das propriedades do fiuido varia bruscamente, quando se costuma dizer 
que ocorre urna "descontinuidade" da solu<;iio. 
Zienkiewicz e Taylor [20] explicam que, em fluidos reais, a viscosidade do fluido esta 
6 CAPiTULO 3. REVISAO BIBLIOGRAFICA 
sempre presente. Em escoamentos de alta velocidade, os efeitos viscosos sao confinados em 
uma pequena regiao, proxima aos obstaculos. Essa regiao e chamada de camada limite. 
A motiva~ao desse trabalho e estudar uma tecnica de resolu~ao de escoamentos em que 
possam ocorrer choques ( descontinuidades) e esteja presente a camada limite por efeitos 
viscosos. As equa~oes que descrevem esse fen6meno sao as equa~oes de Navier-Stokes. As 
equa~oes de Navier-Stokes sao bastante complexas e nao lineares. Neste trabalho e estudada 
uma simplifica~ao escalar e linear das equa~oes de convec~ao-difusao: 
- V' · (AV'u) + div((3u) = S. 
Os trabalhos de Jorge Calle [4] e Erick Santos [18] tratam da descontinuidade da solu~ao 
com o metodo de Galerkin descontinuo, resolvendo o escoamento de Euler. Em seus traba-
lhos, sao mostradas as qualidades do metodo de Galerkin descontinuo em problemas com 
descontinuidades. Neste trabalho propoe-se o estudo do termo eliptico em camadas limites 
como complementa~ao aos estudos de Jorge Calle [4] e Erick Santos [18]. 
Os metodos tradicionais de solu~ao numerica de equa~oes diferenciais sao os metodos de 
diferen~as finitas (MDF), volumes finitos (MVF) e elementos finitos (MEF). Segundo Clovis 
Maliska [12], "historicamente, o MDF foi sempre empregado na area de mecanica dos fluidos, 
enquanto o MEF o foi para a area estrutural na solu~ao de problemas de elasticidade. Esses 
problemas, do ponto de vista fisico, sao completamente diferentes, pois os escoamentos sao 
altamente nao-lineares, por envolverem as equa~oes de N avier-Stokes, en quanta os de elasti-
cidade nao possuem os termos advectivos e assemelham-se a problemas puramente difusivos 
de transferencia de calor". Maliska [12] continua que "ate o inicio da decada de 1970, tinha-se 
portanto, o MDF com grande experiencia na area de fluidos, mas sem habilidades para tratar 
geometria complexas, e o MEF habil no tratamento da geometria, mas sem ferramentas para 
tratar os termos advectivos. As primeiras tentativas do metoda de Galerkin sem estabiliza-
~ao para problemas com advec~ao forte nao tiveram sucesso" porque o metodo de Galerkin 
produz instabilidades em problemas de advec~ao dominante. 
"Esses e outros problemas similiares ( ... ) motivaram pesquisas para o aprimoramento do 
metoda dos volumes finitos (MVF), no qual as equa~oes aproximadas sao obtidas atraves 
de balan~os de conserva~ao no volume elementar. A observa~ao do carater fisico de cada 
termo da equa~ao diferencial permitiu que metodos mais robustos fossem desenvolvidos. A 
possibilidade de associar a interpreta~ao fisica a matematica influiu de modo considenivel 
para que praticamente todos os analistas envolvidos como MDF passasem a usar o MVF." 
Maliska [12] explica que muitas vezes os metodos de MDF e MVF sao confundidos por serem 
semelhantes para algumas situa~oes. Entretanto ele ressalta que o "MDF e simplesmente 
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a substituic;;ao do operador diferencial pelo seu correspondente numerico, enquanto o MVF 
realiza urn balanc;;o de conservac;;ao da propriedade para cada volume elementar para obter a 
correspondente equac;;ao aproximada". 
Urn outro metoda de soluc;;ao numerica de equac;;oes diferenciais mais recentemente de-
senvolvido e chamado de metoda de Galerkin descontinuo. 0 Galerkin descontinuo e uma 
variante do MEF em que as func;;oes aproximantes sao descontinuas entre elementos e os graus 
de liberdade de cada elemento sao independentes do elemento vizinho. 0 acoplamento entre 
os graus de liberdade de elementos vizinhos e feito atraves de fluxos sabre a interface entre os 
elementos, tal como no MVF. Desse modo, espera-se do metoda de Galerkin descontinuo as 
vantagens do MEF e do MVF. Do MEF espera-se obter a grande precisao das interpolac;;oes 
de alta ordem e do MVF espera-se ganhar suas caracteristicas de estabilidade. 
Neste trabalho sao comparadas soluc;;oes via MEF e via metoda de Galerkin desconti-
nuo para problemas de convecc;;ao-difusao, em que a convecc;;ao e dominante, com camadas 
limites. 0 trabalho trata bastante das formulac;;oes elipticas (difusao), por estar interessado 
no comportamento do metoda de Galerkin descontinuo em camadas limites. A formulac;;ao 
base do trabalho e a formulac;;ao proposta por Baumann [2] em sua tese de doutorado para o 
operador eliptico. 
3.2 Conceitos Gerais 
A abordagem de problemas de convecc;;ao enquadra-se na teoria das leis de conservac;;ao [10]. 
Tais problemas resultam em urn equacionamento diferencial hiperb6lico. Para problemas 
de interesse nas aplicac;;oes, a formulac;;ao nao apresenta soluc;;ao analitica, devendo portanto 
buscarem-se aproximac;;oes da soluc;;ao. 
Segundo Jorge Calle [4], existem varios enfoques para resolver numericamente equac;;oes 
diferenciais parciais. Para leis de conservac;;ao sao muito utilizados os metodos de diferenc;;as 
finitas e o metoda de residua ponderado [14]. 
0 metoda de diferenc;;as finitas baseia-se na substituic;;ao dos operadores difereciais por 
operadores em diferenc;;as. Calle [4] explica que esse metoda aplica-se em dorninios de gee-
metria simples atingindo ate segunda ordem de aproximac;;ao quando a soluc;;ao e suave. 0 
metoda de diferenc;;as finitas tern sido analisado e aplicado as leis de conservac;;ao durante 
decadas, com muito esforc;;o na obtenc;;ao de esquemas com maior ordem de aproximac;;ao no 
calculo dos fluxos numericos. 
Urn enfoque mais abrangente e o do metoda do residua ponderado. 0 principia funda-
mental e o de aproximar a soluc;;ao da equac;;ao diferencial por uma func;;ao pertencente a urn 
espa<;;o aproximante de dimensao finita. 0 metoda utiliza o conceito de projec;;ao ortogonal do 
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residua da equa<;;ao diferencial sabre urn espa<;;o expandido por fungoes teste adequadas. Isso 
significa que o metoda de residua ponderado fica caracterizado pela escolha de dais espagos 
de fungoes, o espago de fungoes aproximantes (fun gao tentativa) e o espago de fungoes teste 
( ou fungoes peso), explica Calle [4]. Denomina-se metoda de Galer kin quando o espago de 
fungoes aproximantes e de fungoes peso sao iguais. A aplica<;;ao direta do metoda de Galerkin 
em problemas de fiuidos tern mostrado ser altamente instavel. 
De acordo com Calle [4], o nome de metoda de elementos finitos esta associado ao metoda 
de Galer kin com fungoes aproximantes continuas e polinomiais por partes. 0 grande sucesso 
do metoda de elementos finitos deve-se as propriedades de convergencia para problema elip-
ticos, de continuidade e diferenciabilidade e a definigao simples das fungoes polinomiais por 
partes. 
Oden [14] introduz o metoda de elementos finitos como uma tecnica geral para construgao 
de solugoes aproximadas para problemas de valor de contorno. "A generalidade e a riqueza 
dos conceitos sao razoes para o seu not6rio sucesso em uma vasta gama de problemas em, 
virtualmente, todas as areas da engenharia." 
0 metoda de elementos finitos foi originalmente desenvolvido para analise estrutural de 
avioes, na decada de 1950. Seus fundamentos te6ricos foram estabelecidos nas decadas de 
1960 e 1970. Posteriormente, foi aplicado, tambem com sucesso, em problemas nao estrutu-
rais, como em aproximagao de escoamento de fiuidos, conta Calle [4]. 
0 metoda de residua ponderado combinado com espagos de fungoes descontinuas gera 
esquemas numericos muito eficientes para resolugao de problemas de fiuidos. No caso em 
que as fungoes aproximantes (fungao tentativa) e peso (fungao teste) sao constantes sabre 
os elementos da discretizagao, o metoda e conhecido como metoda de volumes finitos ou 
volumes de controle. 
0 metoda de Galerkin descontinuo, foco deste trabalho, pode ser considerado como uma 
generalizagao do metoda de volumes finitos em que as fungoes aproximantes e peso sao 
fungoes polinomiais sobre os elementos, sem restrigoes de continuidade sabre a fronteira 
entre elementos. 
Para aproximagao de problemas elipticos, como a difusao, e de uso corrente o metoda de 
elementos finitos. Entetanto, para os problemas hiperb6licos, como a convecgao, o metoda 
de Galerkin apresenta deficiencias que motivam o uso do metoda de Galerkin descontinuo. 
Assim, para problemas de convecgao-difusao, faz-se necessaria a busca de metodos que sejam 
consistentes com as duas formulagoes (hiperb6licas e elipticas). Para tal, adota-se o metoda 
de Galerkin descontinuo para toda a formulagao. 
Baumann [2], em sua tese de doutorado, propoe uma formulagao variacional de Galerkin 
descontinuo para o problema eliptico, a partir de uma formulagao variacional hibrida. 
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Segundo Baumann [2], o desenvolvimento de metodos de elementos finitos descontinuos 
para problemas elipticos data dos anos 1960 com os trabalhos sabre metodos hibridos de Pian 
e seus colaboradores. A analise matematica dos metodos hibridos foi feita por Babuska, Oden 
e Lee nos anos 1970. 0 principia dos metodos hibridos e a imposi~ao de certas restri~oes 
de espa~o, em especial a continuidade das fun~oes aproximantes e suas derivadas, atraves de 
multiplicadores de Lagrange. Em 1971, Nietsche introduziu o conceito de substituigiio dos 
multiplicadores de Lagrange no contorno por fluxos normais e adicionou termos de estabiliza-
giio para obter taxas 6timas de convergencia. Raviart e Thomas [16], em 1977, demonstraram 
que a solugiio hibrida e obtida com o multiplicador de Lagrange igual ao fluxo normal entre 
elementos. 
Em 1979, Delves e Hall desenvolveram o chamado Global Element Method - GEM. 0 
GEM consiste essencialmente na formulagao hibrida classica para o problema de Poisson, 
em que o mulitplicador de Lagrange e substituido pela media do fluxo atraves da fronteira 
entre elementos. Baumann [2] argumenta que a maior desvantagem do GEM e que a matriz 
associada e indefinida e niio pode ser utilizada em problemas variaveis no tempo. 
Arnold, em 1982 [1], utilizou a formulagao do GEM adicionando urn termo de penalidade 
na fornteira entre elementos. Baumann [2] avalia que as desvantagens desse metoda incluem 
a dependencia da estabilidade do metoda em relagiio ao parametro de penalizagiio, a perda 
da propriedade de conserva~iio elemento a elemento e o mau condicionamento das matrizes. 
Baumann (2] e Oden, Babuska e Baumann [13] apresentam uma variante do GEM que 
e livre das deficiencias do GEM e pode ser utilizado em problemas variaveis no tempo. A 
desvantagem da formulagiio de Baumann e a niio simetria de suas matrizes. Entretanto isso 
niio e de fato urn defeito, vista que para problemas de convecgiio-difusiio, que sao as aplicagoes 
de interesse, as matrizes ja niio sao simetricas por causa da convecgao. A formulagiio e 
conservativa globalmente e elemento a elemento. 
As formulagoes do GEM, de Baumann e termos de penalizagao serao tratadas neste 
trabalho. Para os termos de penalizagiio serao utilizados os trabalhos de Harriman [7] e 
Houston [9] e seus colaboradores. 0 metoda de Baumann funciona apenas para ordem de 
interpolagiio polinomial maior ou igual a dais. 
3.3 Metodos de Elementos Finitos e de Galerkin Descon-
tfnuo 
0 estudo do metoda de Elementos Finitos foi baseado na colegiio de livros Finite Elements 
[14] volumes I, II e IV. 
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No volume I, o leitor e iniciado nos conceitos basicos do metodo de elementos finitos, 
conceitos esses matematicos e computacionais. Sao apresentadas a aproxima~ao de Galerkin 
e a defini~ao e escolha dos espa~os de fun~oes admissiveis. 0 metodo de elementos finitos e 
apresentado como variante da aproxima~ao de Galerkin com fun~oes polinomiais por partes. 
Sao tratados problemas uni e bi-dimensionais, com a motiva~ao fisica da equa~ao diferencial 
adotada e sua formula~ao variacional. 
No volume II, sao apresentados com mais profundidade os conceitos computacionais do 
metodo e, no volume IV, os aspectos matematicos. Sao apresentados os metodos mistos e 
hibridos de elementos finitos. Os metodos hibridos foram muito importantes para o entendi-
mento das formula~oes elipticas de Galerkin descontinuo. 
3.4 Ferramentas de Programac;ao 
A implementa~ao computacional segue a filosofia de orienta~ao a objetos. Essa filosofia de 
programa~ao difere da programa~ao procedural, comum em outros tipos de linguagens cien-
tificas tais como Pascal, C ou Fortran, por seu comportamento nao ser ditado pela sequencia 
do c6digo e sim pelo comportamento dos objetos componentes do programa. 
As principais vantagens da programa~ao orientada a objetos estao relacionadas ao geren-
ciamento do c6digo e a sua reutiliza~ao. 
A programa~ao orientada a objetos apresenta as seguintes caracteristicas: 
• encapsulamento; 
• heran~a / deriva~ao; 
• polimorfismo. 
0 encapsulamento consiste em cada objeto apresentar uma serie de dados e fun~oes, cujo 
acesso e controlado, sendo somente permitido o acesso aos dados e fun~oes publicas. Desse 
modo, acesso e modifica~ao dos dados do objeto podem ser controlados sendo permitido 
apenas em determinadas fun~oes, tornando o c6digo mais seguro. 
Com rela~ao a heran~a e deriva~ao, essa filosofia de programa~ao permite que sejam 
criadas classes derivadas de outras ja existentes, tendo as classes derivadas a heran~a de todas 
as caracteristicas da classe-mae, podendo ser implementados apenas os metodos especificos 
e aqueles cujo comportamento na classe derivada e diferente do comportamento previsto na 
classe mae. Assim, o trabalho de implementa~ao e reduzido. 
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Polimorfismo e urn mecanismo em que urn metodo com urn dado nome pode ser reimple-
mentado com outros argumentos, ou reimplementado em uma classe derivada pelos mecanis-
mos de virtualidade. 
0 ambiente PZ, utilizado neste trabalho, e urn conjunto de classes para resolugao de 
problemas pelo metodo dos elementos finitos. 0 ambiente PZ conta com grande tempo de 
desenvolvimento e possui uma vasta gama de funcionalidades, tais como: 
• Adaptatividade hp; 
• Simulagoes uni, bi e tri-dimensionais; 
• Metodos de resolugao de sistemas lineares diretos e iterativos; 
• Esquemas de multigrid; 
• Elementos continuos (MEF) e descontfnuos (Galerkin descontfnuo) [6]; 
• Grande flexibilidade para implementagiio de novas formulagoes variacionais. 
0 ambiente PZ [5] e escrito em linguagem de programagao C++ [11] e segue a filosofia de 




A metodologia do trabalho consiste em quatro etapas sequenciais: 
• estudo te6rico; 
• implementagao computacional; 
• testes; 
• e avaliagao de resultados. 
Estudo Te6rico 
Como estudo teorico para embasamento do trabalho, estudaram-se o metodo de elementos 
finitos e seu variante, o metodo de Galerkin descontinuo e seus conceitos. Abordaram-se, no 
estudo, formula<;6es variacionais para elementos finitos e Galer kin descontinuo para a equagao 
eliptica ( difusao) e para a equagao hiperb6lica linear ( convecgao linear). 
Para implementagao computacional, fez-se necessario o aprendizado da linguagem de pro-
gramagao C++ e da filosofia de orientagao a objetos, bern como do ambiente de programagao 
PZ. 
Implementa«;ao Computacional 
Foi implementada a formulagao variacional de Galer kin descontinuo. 0 ambiente PZ ja dis-
punha dos espagos de interpola<;iio descontinuos e dos elementos computacionais descontinuos 
e de interface. Alem da implementagao da formulagao variacional, este trabalho contribuiu 
com a adequagao do ambiente PZ para combinar elementos finitos continuo e descontinuo 
em uma mesma simulagao. A implementagao computacional e apresentada na segao 9.2. 
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Testes 
No Capitulo 10 sao apresentados testes de validagao e avaliagao do metodo de Galerkin 
descontinuo. 
Capitulo 5 
Metodo de Elementos Finitos 
0 metoda dos elementos finitos e uma tecnica de resolu9ao aproximada de problemas de valor 
de contorno [14, 19] . 0 metoda envolve o particionamento do dominio em urn mlmero finito 
de elementos ( os elementos finitos) e, usando conceitos variacionais, envolve a constru9ao de 
uma aproxima9ao da solu9ao sobre esses elementos. Uma analise de elementos finitos e, em 
geral, constituida dos seguintes passos: 
• constru9ao de uma formula9ao variacional para o problema; 
• defini9ao da geometria; 
• escolha do espa9o de aproxima9ao; 
• aplica9ao do metodo de Galerkin para o espa9o de fun96es adotado; 
• resolu9ao do sistema algebrico; 
• analise dos resultados. 
5.1 Formula<;ao Variacional 
0 principio de uma analise de elementos finitos e a constru9ao de uma for~ula9ao variacional. 
Para melhor entendimento, adota-se urn problema modelo enunciado pela equa9ao diferencial 
u"(x) = F(x), x E (0, 3) (5.1) 
u(O) = u(3) = 0 
1~ 
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Multiplicando-se os dois termos da equa~ao por uma fun~ao teste v(x ), integrando-os 
sobre o dominio 0 = (0, 3) e fazendo uma integragao por partes, obtem-se a formulagao 
variacional do problema: encontrar u(x) tal que 
1 u'(x) v'(x) dx = L F(x) v(x) dx liv(x) (5.2) 
com u(x) e v(x) elementos do espago de fungoes admissiveis 
Hd(O) = {vI v e v' E L2 (0), v(O) v(3) = 0). 
5.2 Aproxima<;ao de Galerkin 
Na aproxima~iio de Galerkin, consideram-se solw;oes aproximadas u(x) = I;f=, aJ 'PJ(x) em 
sub-espagos V c HJ(O) de dimensao finita N. As fungoes teste v(x) sao formadas pela 
combina<;iio linear das fun~oes de base v(x) = 'Pi(x). Substituindo na equa~iio 5.2, tem-se 
N L 1 aJ'P)(x) 'P;(x) dx = 1 F(x) 'Pi(x) dx. 
J=l n n 
(5.3) 
0 sistema de equagoes 5.3 pode ser escrito em formato matricial como: 
[K]. {a} = {F} (5.4) 
sendo K = [Kij] chamada matriz de rigidez, em que Kij =In <p;(x) <pj(x) dx; 
a= [a1 , a 2 , a 3 , ... , aN]T e a solugao do problema algebrico; 
e F = [F1 , F2 , F3 , ... , FNf e chamado vetor de carga em que Fi =In F(x) 'Pi(x) dx. 
A solugao do sistema linear (5.4) a construira a aproximagiio da solugao do problema 
variacional (5.2) como sendo 
N 
u(x) = L.>J'PJ(x). 
j=l 
As fun<;oes 'Pi(x) devem ser escolhidas de modo a produzir espagos de interpolagao com 
fun~oes linearmente independentes. Ao conjunto dessas fungoes da-se o nome de fungoes de 
base. 
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5.3 Fun~oes de Base 
As funGoes de base sao construidas de forma a produzir espaGOS de interpolaGaO, com funGoes 
linearmente independentes. A figura abaixo mostra urn exemplo de funGoes de base em HJ 
para o dominio rl = (0, 3). 
1!_ cp 




Figura 5.1: FunGoes de base uni-dimensionais 
As funGoes de base sao associadas a nos do dominio. Na figura acima sao nos x 0, x = 
1, x = 2 e x = 3. Os nos x = 0 e x 3 nao tern funGoes associadas, porque o espaGO de 
funGoes adotado eo espaGo HJ(rl) ={vI vev' E L2 (rl), v(O) v(3) = 0) e as funGoes devem 
valer zero nesses pontos. 
As duas fun<;oes associadas aos nos x = 1 e x = 2 sao mostradas a seguir. Essas funGoes 
sao definidas como tendo val ores diferentes de zero em urn trecho do dominio (on de aparece 
o "chapeu") e valor zero no resto do domfnio. 
1 r 
0. 8r 0. 8 
0.6 0. 6 
0. 4 0.4 
0.2 
-1 3 4 -1 
Figura 5.2: FunGoes <p1(x) e <p2 (x) 
5.4 Particionamento do Dominio 
No metodo de elementos finitos, o domfnio e dividido em elementos De (os elementos finitos). 
A funGao de base chapeu da figura 5.2 e construida pela soma de duas funGoes sobre elementos, 
como mostrado na figura a seguir: 
BlBUOTEC.A. CENTMAt 
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0.4 
0.2 
~---oc.~5----,---~l.'5--~2 = 0 0.5 + 1 1.5 2 
Figura 5.3: Exemplo de fungao de base de elementos finitos 
Por terem valores nulos no domfnio, exceto nos elementos ao qual esta associada, a integral 
de cada fungao sobre o domfnio e interpretada como a integral das fungoes sobre os elementos 
e assim 
NEl 1 u'(x) v'(x) dx = L 1 u'(x) v'(x) dx 
Q i=l De 
com N El o numero de elementos do domfnio. 
E a aproxima<:;iio de Galerkin (eq: 5.3) torna-se 
N N NEl N NEl 
L L L 1 O.J'Pj(x) <p;(x) dx = L L 1 F(x) <p1(x) dx. 
i=l j=l e=l De i=l e=l De 
5.5 Constru~_;ao do Problema Algebrico 
(5.5) 
A aproximagao de Galerkin 5.5 pode ser escrita em formato matricial, como mostrado na 
segao 5.2. 
A matriz de rigidez sera composta a partir de matrizes de rigidez local de elementos. 
Sejam Kf; e F,O 
F1e = { F(x)'Pi(x)dx ln. 
a matriz de rigidez e o vetor de carga locais de urn elemento e. A integragao de 'Pi e 'Pj 
se da sobre o elemento. Tome-se a figura 5.1: 







Figura 5.4: Repeti~ao da figura 5.1: Fun~oes de base uni-dimensionais 
0 domfnio e dividido em tres elementos: !11 = (0, 1), !12 = (1, 2) e !13 = (2, 3). 0 
elemento 1 possui uma unica fun~ao, a qual compile, em conjunto com o elemento 2, a 
fun~ao de base <p1. 0 elemento 2, por sua vez, possui fun~oes pertencentes as fun~oes de base 
<p 1 e <p2 . E o elemento 3, tal como o elemento 1, s6 possui uma fun~ao, associada a rp2 . Essa 
indexa~ao entre a fun~ao do elemento e a fungao de base associada e muito importante para 
a composi~ao da matriz de rigidez e do vetor de carga do sistema. As matrizes de rigidez 
locais dos elementos sao dadas por: 
K3 = ( 0 0 ) 
0 K5,2 
Da mesma maneira, constr6i-se o vetor de carga do sistema como: 
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F=(Fl+F[)· p2+F3 1 1 
Eo sistema, dado por [K]. {o} = {F}, e escrito como: 
A solu~ao do sistema linear conduz a aproxima~ao da solu~ao 
2 
u(x) = L ai 'Pi(x). 
i=l 
Capitulo 6 
Formula~ao Variacional do Problema 
Eliptico 
0 problema elfptico, tratado neste trabalho, pode ser enunciado como abaixo. 
Encontrar u que seja solugiio do problema linear e de segunda ordem, 
em que: 
-\7 · (AV'u) = S em 12 
u=femfn 
(A\i'u) · n =gem fN 
12 e o dominio com fronteira 812 Lipschitz; 
r D a parte do contorno com condigoes Dirichlet; 
rN a parte do contorno com condigoes Neumann; 
fnnfN=0 efnUfN 812; 
A e a matriz de difusiio; 
n e a normal externa a 812; 
S, f e g sao fungoes conhecidas. 
(6.1) 
Uma formulagiio variacional para o problema 6.1 pode ser obtida de diferentes formas, como 
apresentado a seguir. 
?1 
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6.1 Formula«_:;ao Variacional Classica 
Considera-se o espago funcional: 
e o sub-espago de fungoes teste 
(6.2) 
Para construir o problema variacional classico, em primeiro Iugar multiplica-se a equagao 
diferencial (6.1) por uma fungao teste v EVe integra-se sobre o domfnio 0. Assim: 
( -v\7. A\7ud0 = ( SvdO. Jn Jne 
Fazendo-se a integragao por partes do !ado esquerdo da equagao, obtem-se 
( \7v.A\7ud0- ( \7.(vA\7u)d0= ( SvdO. 
Jn ln Jn 
(6.3) 
Utilizando-se o teorema da divergencia de Gauss, a segunda integral fn \7. (vA'Vu) dO pode 
ser escrita como integral sobre o contorno 
( v.(vA'Vu)dO= ( (vA'Vu).nds. 
Jn fan 
Desse modo, a equagao 6.3 pode ser escrita na forma 
( \7v.A\7ud0- ( (vA'Vu).nds= ( SvdO. 
ln fan ln 
Lembrando-se que v = 0 em rD e (Avu). n =gem rN, a formulagao classica para 0 pro-
blema elfptico em questao pode, entao, ser enunciada (ver detalhes em [14]) como: encontrar 
UEH1 (0) tal que u = f em rD e 
( \7v.A\7ud0= ( SvdO+ ( gvds Vv EV. 
Jn Jn kv (6.4) 
6.2 Formula«_:;ao Hibrida 
Antes da ded ugao da formulagao hfbrida, e interessante definir alguns espagos de interpolagao 
sobre os quais serao definidas as fungoes teste e tentativa. 
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nel 
Seja Ph = fle uma parti~ao de fl de forma que fl = U fle, em que fle n 0 1 = 0 para 
e=l 
e i' f e nel e o numero de elementos da parti~ao Ph. Em outras palavras, os elementos sao 
definidos com fronteiras abertas, sem intersec~oes entre elementos. Se dais elementos tiverem 
fronteira co mum, define-se n f = ne se e > f, em que ne e a normal externa da fronteira 8fle. 
- Espa<;os de Aproxima<;ao 




W(fpJ = I1 W 112(8fle) (6.6) 
e=l 
em que H- 112 (8Sle) representa o espa~o dual de H 112 (8Sle), o qual e formado pelos tra~os 
das fun~oes de H 1(flel· Adota-se a nota~ao fph = rD u rN u rint, em que rv e rN sao 
as fronteiras de tipo Dirichlet e Neumann e f;nt e a uniao de todas as fronteiras entre dais 
elementos internos ao dominio. 
- Problema 1: Minimiza<;ao: 
Define-se o funcional 
JH(v) = ~ G fn:vv .A \lvdfl -l, Svdfl) (6.7) 
definido em H 1 (Ph)· 
0 problema de minimiza~ao e enunciado como: encontrar u E H' (Ph) tal que 
- Problema 2: Ponto de Sela: 
A continuidade entre elementos e a aplica~ao das condi~oes de contorno Dirichlet serao feitas 
por multiplicadores de Lagrange. 
Seja 
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definido para fun<;oes 
em que se define 
em que ref se ref ere a lateral comun aos elementos flee rl f. 
Considera-se o problema de ponto de sela: determinar (u,p) E H(Ph) x W(fh) tal que 
Se (u,p) e ponto de sela de LH(v, q), entao u e solu<;ao do problema 1 de minimiza<;ao. 
Para resolver o problema de ponto de sela, fa<;amos a primeira varia<;ao de LH(u,p) em 
rela<;ao au e p, respectivamente. A primeira varia<;ao de LH(u,p) em rela<;ao au e dada por: 
( . L ( ) ( )) = 1. [LH(u+av,p) -LH(u,p)l bv H u, p , V, q 1m . 
a ....... o a 
LH(u + av,p)- LH(u,p) 
a 
= (JH(u+av)- fr,.,P[u+av]ds- fr 0 p(u+av-f)ds)- (JH(u)- fr,.,P[u]ds- fr 0 p(u-f)ds) = 
a 
_JH(u+av)-JH(u) {. [jd { ()d 
- - Jr p v s - Jr p v s. 
o: r ... t ro 
Resta agora realizar a opera~ao JH(u+av)-JH(u) 
' ) 'S 0: • 
= 
JH(u + av) - JH(u) 
a 
~ G k, \7(u+av).A\7(u+av)dfl-l, S(u+av)dfl)- frNg(u+av)ds 
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~G{vu.A\ludn-fn"sudn)-IrNguds 
a 
I:(~ 1 (a\7u.A\7v+a\7v.A\7u+a2\7v.A\7v)d!t-1 S(av)dn) -frNg(av)ds 
=~e-~1~--n~"~-------------------------------n~"------~---------
Como a matriz A e simetrica, vu. A vv = vv. A vu. E assim: 
=I:(~ 1 (2\lv.A'Vu+a\lv.A\lv)d!t- { Svdn) -1 gvds. 
e=l n., ln., rN 
Aplicando-se o limite quando a -+ 0, 
r gvds. JrN 
Finalmente, a primeira varia~ao de LH(u,p) em rela~ao au e dada por 
nd ( ) (ovLH(u,p),(v,q))=L 1 \lv.A.\ludQ-1 SvdQ - { gvds- { p[vjds-1 pvds=O. 
i=l fle De lrN lrint ro 
A primeira varia~ao de LH(u,p) em rela~ao ape dada por 
(" L ( ) ( )) _ 1. [LH(u,p+ aq)- LH(u,p)] uq su,p, v,q -1m 
0:-+0 Q 
(oqLH(u,p), (v, q)) = 
25 
= (JH(u)- fr,",(p+aq)[ujds- fr 0 (p+aq)(u-f)ds)- (JH(u)- fr,.,P[u]ds- fr 0 p(u-f)ds) = 
a 
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= (- fr,",(p+ aq) [u] ds- frD(p + aq)(u- f) ds) (- fr'"' p [u] ds- frD p(u- f)ds) = 
a 
(- fr,., aq [u] ds- frD aq ( u -f) ds) 
=~--~------~--------~ 
(oqLH(u,p), (v, q)) = -1 q [u] ds -1 q (u- f) ds = 0 
r .... t ro 
Sendo assim, podemos reescrever o problema do ponto de sela como o seguinte problema 
hibrido: achar (u,p) E H 1 (Ph) x W(fpJ tal que 
ou 
AH(u,v)- BH(v,p) = 0 Vv E H'(Ph) 




BH(u,q)= 1 q[u]ds+ 1 quds. 
r.:nt ro 
Somando-se as duas equagoes acima, tem-se: 
AH(u,v)-BH(v,p)+BH(u,q)= { qfds 
JrD 
~(fno'Vv.A'Vudrt-fnosvdrt)-1Ngvds-l"'p[v]ds-1Dpvds 
+ l"' q[u]ds+ lv q(u-f)ds= 0. 
Reagrupando-se os termos, tem-se: 
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+ l .. (q[u]-p[v])ds+ lr
0
(qu-pv)ds= fr 0 qfds 
Equival€mcia entre a Formula~,;ao Hibrida e a Formula~,;ao Eliptica 
Os resultados dos pr6ximos lemas serao utilizados nas dedU<;oes dos paragrafos seguintes. 
Lema 1: Seja L urn funcional continuo definido em H'(Ph)· L(v) 0 para toda v E 
H6(0.) see somente se existe urn unico elemento p E W(fpJ, tal que p= w.ne em 80.e para 
algum wE H(div; 0.) e para o qual vale a representa~ao 
nel 
L(v) = L 1 vw.neds 'iv E H'(h). 
e=l 80., 
Define-se H(div; 0.) como: 
A prova do Lema 1 encontra-se no artigo [16]. 
0 Lema 1 mostra que a solu~ao do problema hibrido ( u, p) e dada, de fa to, por uma solu~ao 
(u, w.ne)· Nos paragrafos seguintes, procurar-se-a urn valor adequado dew em fun~ao de u, 
de modo que o problema hibrido em (u,p) possa ser resolvido como urn problema apenas em 
u, isso e, com p = p(u)= w(u).ne. 
Lema 2: BH(u, q) = frv q f ds 'iq E W(fpJ see somente se u E H 1 (0.) e u = f em fo. 
0 Lema 2 significa a imposi~ao da continuidade da solu~ao na fronteira Dirichlet e nas 
fronteiras internas. 
Demonstra<;ao do Lema 2: 
Como q e qualquer q E W(fh), adota-se 
q = f3(x) , x E fo 
0 , X E fint 
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com (3(x) E H-112 (fv). 
Portanto 
fica sendo 
BH(u,q)= r quds= r qfds\;lqEW(fpJ. lrv lrv 
Logo, u = f emfv. 
Seja agora 
com f3r(x) E H-112(orlr). 
En tao, 
torna-se 
q= 0 'X E rv 
BH(u, q) = ln, q [u] ds = 0 Vq E W(fpJ 
e portanto [u] = 0 em rint· 
Em outro sentido, se u E H 1(rJ) tem-se que [u] = 0 (fun~oes continuas). Se [u] = 0 e 
u = femrv 
torna-se 
BH(u,q)= r q[u]ds+ r quds= r qfds 
Jrint lrv lrv 
r quds lrD { q f ds Vq E W(fpJ, c.q.d. lrD 
a) Soluc;;ao da Formulac;;ao Eliptica e soluc;;ao da Formulac;;ao Hibrida 
Seja u uma solu~ao do problema eliptico na forma variacional classica 6.4 e u E H 1(rJ), 
tem-se que [u] 0 nas laterais comuns entre elementos. Alem disso, como u = f em fv 
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tem-se que 
BH(u,q)= r quds= r qfds, lrn lrn 
de onde se conclui que a segunda equa~ao do problema hibrido 6.10 e satisfeita. 
Por outro !ado, considere o funcionallinear continuo 
v----+L(v)=AH(u,v) ~(fn.vv.A'Vudl2-fn.svdl2)- iNgvds, vEH'(Ph). 
(6.12) 
Por ser u solu~ao do problema variacional classico, conclui-se que L( v) se anula para toda 
fun~ao v E V e, em particular, para toda fun~ao em v E HJ(Ph)· Segue do Lema 1 que existe 
urn unico p E W(fph) tal que 
nel 
L(v) = L 1 vpds = 1 [v]pds + 1 vpds = 0 'iv E H'(Ph), 
e=l &fle r int 00 
em que p = w.n, com wE H(div, 12). Mas como L(v) = 0 para toda fun~ao em H 1 (12) que se 
anula em rD, isto significa que frN vpds = 0, 'iv E V. Portanto frN vpds = 0, 'iv E H 1 (Ph)· 
Sendo assim, nao deve haver a contribui~ao da fronteira de Neumman na defini~ao de L(v). 
Isto e 
L(v)= ( [v]pds+ ( vpds=Bs(v,p)'ivEH'(Ph)· 
Jrtnt lrn (6.13) 
Combinando as equa~6es (6.12) e (6.13), conclui-se que o par (u,p) e solu~ao da equa~ao 
(6.9) da formula~ao hibrida. 
Podemos obter uma expressao mais precisa para p. Lembrando que S = -\1 · (A'Vu) e 
usando a formula de Green obtemos 
1 
Svdl2=-1 'V·(A'Vu)vd\2=1 A'Vu.'Vvd\2- ( vA'Vu.neds. 
n., fle ne l&o., 
Substituindo este resultado em (6.12) e usando o fato de que (A'Vu) · n = g em rN segue que 
nel 
L( v) ~ln. vA'Vu.neds. -iN v(A'Vu) · n ds, 'iv E H' (Ph)· 
Como o Lema 1 garante que p= w.n"' para algumw E H(div; 12) e, igualando a formula 
acima com a equa~ao (6.13), conclui-se que 
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Comparando os dois !ados da equa<;iio, segue que w = (A\lu). Consequentemente p 
A\lu.ne = A8uj8ne, com p E H-112 (80e)· 
b) SolU<;;iio da Formula<;iio Hibrida e solu<;iio da Formula<;iio Eliptica 
Seja (u,p) solugao do problema hibrido. Pela equagao 6.10, juntamente como resultado do 
Lema 2, segue queuE H 1 (0) e u = f em rD. Por outro !ado, considerando v E V, segue 
que BH(v,p) = 0. Dessa forma, da equagao 6.9 segue que 
AH(u,v) = 0, Vv E V, 
o que significa que u e solugao da forma variacional classica. 
Sendo assim, observa-se que na formulagao hibrida (6.9-6.10), que corresponde ao pro-
blema de ponto de sela 6.8, p e chamado de multiplicador de Lagrange associado as retri<;oes 
[u] = 0 e U = f em rD. 
6.3 Formula<;oes de Galerkin Descontinuo 
Somando-se as duas equa<;oes no problema hibrido (6.9-6.10) tem-se: 
ou 
Reagrupando os termos, tem-se: 
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~({vv.A\ludO 1,Svd0)-1Ngvds (6.14) 
+ l"'(q[u] -p[v])ds+ lD(qu pv)ds= J,Dqfds 
Pelas consideragoes da segao anterior 6.2, espera-se que a solugao ( u, p) seja tal que p = 
(A\lu) · n. Mas como no espago de fungoes admissfveis H 1(PhJ) as fungoes sao definidas por 
partes, sem hip6teses a priori de regularidade, faz sentido reformular o problema interpre-
tando p como a media dos valores a esquerda e a direita da fronteira, ou seja: 
p = ((A\lue) · ne ~ (A\lut) · nt) = ((A\lu). n), e >f. 
Com esse enfoque, a nova formulagao do problema seria: determinar u E H 1(Ph) tal que 
~ (1, \lv. A \ludO -1, Svdo) -lN gvds + l"' ( q [u] - ((A\lu). n') [v]) ds 
+ ( (qu- (A\lu)·n'v)ds= ( qfds lrn lrD 
Como a formulagao e valida para qualquer v e q, poder-se-ia adotar, por exemplo, q fungao 
de v: q = (A\lv) · n e nas fronterias internas q = ((A\lv) · n) dando ao problema a forma: 
determinar u E H(Ph) tal que 
para qualquer v E H 1(Ph), em que 
Nelem 
BH(u, v) - ~ (1, \lv · (A\lu)dx) + lD (u (A\lv) · n- v (A\lu) · n)ds + 
1 (((A\lv) · n) [u]- ((A\lu) · n) [v])ds 
rint 
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e 
Nelem 
FH(v) = ~ (L. vSdx) + ln f (A'Vv) · nds + lN vgds. 
Diversos metodos podem ser formulados variando a escolha dessa fun<;ao q(v). Duas 
formulagoes sao apresentadas a seguir: as formulagoes assimetrica (6.3.1) e simetrica (6.3.2). 
E em seguida e introduzido o conceito de penalizagao da descontinuidade ( 6.3.3). 
6.3.1 Formula<;iio de Oden, Baumann e Babuska- Assimetrica 
A formulagao variacional, base para o desenvolvimento da formulagao do metodo de Galer kin 
descontinuo, proposta por Baumann em sua tese de doutorado [2], pode ser interpretada como 
uma formula<;ao hibrida em que o multiplicador de Lagrange e eliminado em termos da fungao 
tentativa: p = (A Y' u) · n. 
0 problema variacional e enunciado como: encontrar u E H(Ph) tal que 
~(L.'Vv.A'Vudo-fn.svdo)- [Ngvds 
+ l.,(q[u]-p[v])ds+ lD(qu-pv)ds= frnqfds 
com 
p = (A 'Vue)· ne em rD 
_ ((AY'ue) · ne + (AY'ut) · nt) _ ((AV' ) ) j r P - 2 - u · n , e > em int· 
Como a formulagao e viiJida para qualquer v e q, pode-se ado tar q fun gao de v: 
q=(AY'v)·n 
e nas fronterias internas 
q = ((AY'v) · n). 
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Assim, o problema toma a forma assimetrica: determinar u E H 1(Ph) tal que: 
(6.15) 
para qualquer v E H 1(Ph), em que 
Nelem 
BH(u, v) = {; (h. V'v · (AV'u)dx) + J,D (u (AV'v) · n- v (AV'u) · n)ds + 
l"' (((AV'v) · n) [u]- ((AV'u) · n) [v])ds 
e 
Nelem 
LH(v) L ( r vSdx) + r f (AV'v). nds + r vgds. 
=1 ~ ~ ~ 
6.3.2 Formula~,;ao Variacional Simetrica- GEM 
A mesma formula~ao variacional apresentada em 6.3.1 e utilizada no GEM -"Global Element 
Method" ou Metodo de Elemento Global- (citado em [2]) com uma (mica diferen~a, a escolha 
da fun~ao q. Enquanto na formula<;ao assimetrica de Baumann q = ((AV'v) · n), no GEM q 
assume o mesmo valor com sinal contrario, isso e: 
q = -(AV'v) · n 
e nas fronterias internas 
q=-((AV'v)·n). 
Dessa forma, a formula~ao variacional torna-se simetrica: encontrar u E H 1(Ph) tal que 
(6.16) 
para qualquer v E H 1(Ph), em que 
Nelem 
BH(u, v) = L ( r V'v. (AV'u)dx) + r ( -u (AY'v). n- v (A_V'u). n)ds + 
e=l Joe JrD l"' ((AY'v) · n) [u]- ((AV'u) · n) [v])ds 
e 
Nelem 
LH(v) = L (h vSdx) + i -f (AV'v) · nds + i vgds. 
=1 ~ ~ ~ 
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6.3.3 Formula~,;ao Variacional com Termo de Penaliza~,;ao 
As mesmas formulac;oes, simetrica e assimetrica, mostradas acima podem incluir termos de 
penaliza<;ao. Esses termos sao descritos em [2, 7, 9] e transformam a formulagao variacional 
em: 
B(u, v) = BH(u, v) + Bs(u, v) 
e 
L(v) = LH(v) + Ls(v) 
em que BH(u,v) e LH(v) sao os mesmos das formulac;oes de Baumann ou do GEM e 
Bs( u, v) e Ls( v) sao definidos como: 
Bs(u,v) = 1 (O'uv)ds+ 1 (C7[u][v])ds 
rv rint 
Ls(v) = ( (C7 fv)ds, lrv 
em que 0' e chamado de parametro de penalizagao da descontinuidade. 
Para Baumann [2], 0' = Kh-1 em que K e urn parametro dependente do problema e deve 
ser escolhido cuidadosamente e h e o tamanho do elemento. Entretanto nao e apresentada 
uma formula para calcular K. 
Em [9] e apresentada uma formula para o c:Hculo de 0', 
com k = C ap2 , em que a e a norma em L2 da matriz de difusao Ada equac;ao 6.1, pea 
ordem de interpolac;ao do elemento e C e uma constante positiva. 
Como a penalizac;ao e calculada em integrais sabre o contorno (interface entre dais ele-
mentos vizinhos), o parametro de penalizac;ao toma a forma 
com<> sendo a media entre os elementos a esquerda e a direita da fronteira e h podendo 
ser interpretado como a medida da interface (fronteira) entre os elementos. 
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Harriman et a! [7] demonstram que o valor de C deve ser cuidadosamente escolhido para 
garantir estabilidade ao metodo. Para a formula9iio de Baumann, qualquer C > 0 garante 
a estabilidade do metodo. Para o GEM, entretanto, e necessario que C > 0 seja urn valor 
suficientemente grande. 
6.3.4 Compara~ao dos Metodos 
Segundo Baumann [2], a formula<;iio simetrica (GEM) possui uma grande desvantagem que 
e a de impedir a sua utiliza9iio em problemas dependentes do tempo, o que era seu objetivo 
principal. Essa inablidade do GEM motivou a busca de uma formula<;iio capaz de resolver 
tais problemas, a formula9iio assimetrica. 
A desvantagem da formula<;iio de Baumann esta na assimetria de suas matrizes, mas que 
de fato niio e relevante porque os problemas de convec<;iio ja niio sao simetricos. 
Alem da simetria da forma bilinear, outra vantagem da formula<;iio do GEM e que suas 
taxas de convergencias sao 6timas para qualquer ordem de interpola9iio p, enquanto a for-
mula<;iio assimetrica perde uma ordem para interpola<;oes de ordens p pares. 
A utiliza<;iio de termos de penalidade melhora a estabilidade do metodo. A formula<;iio 
de Baumann sem penalidade produz matrizes positivas semidefinidas. E o GEM produz ma-
trizes com autovalores negativos. A utiliza<;iio de termos de penalidade torna as matrizes 
de Baumann positivas definidas. Utilizando-se penalidades com o GEM, podem-se produ-
zir matrizes positivas definidas, se a penalidade for suficientemente grande. Os termos de 
penalidade destroem a propriedade de conserva<;iio do metodo. 

Capitulo 7 
Formula<;ao do Problema Hiperb6lico 
Linear 
0 problema hiperb6lico tratado neste trabalho pode ser enunciado como abaixo. 
Encontrar u que seja solu~ao do problema linear, 
div(;3u) = S em 0 
u=femf 
em que: 
0 e o domfnio com fronteira 80 Lipschitz; 
.13 e o vetor de dire~ao da velocidade de convec~ao; 
r = {X E 80 I (;3 . n) (X) < 0}' r + = 80 - r ; 
n e a normal externa a 3D; 
S, e f sao fun~6es conhecidas. 
(7.1) 
Uma formula~ao variacional para o problema 7.1 pode ser obtida como apresentado a seguir. 
Considera-se o espa~o funcional: 
38 CAPiTULO 7. FORMULAQAO DO PROBLEMA HIPERBOLICO LINEAR 
Para construir o problema variacional, em primeiro Iugar multiplica-se a equa<;iio diferen-
cial (6.1) por uma fun<;iio teste v E H 1 (Ph) e integra-se sabre o dominio S1. Assim: 
r vdiv((3u) dS1 = r s v dS1. Jn Jne 
Fazendo-se a integra<;iio por partes do !ado esquerdo da equa<;iio, obtem-se 
1-(\lv.(3)udS1+ 1 div((3uv)dS1= 1 SvdS1. 
Utilizando-se o teorema da divergencia de Gauss, a segunda integral pode ser escrita como 
integral sabre o contorno 
r div((3uv) dS1 = r ((3uv). n ds. 
Jn Jan 
E a formula<;iio variacional toma a forma 
r -(\lv. (3)u dS1 + r ((3uv). n ds = r s v dS1, 
ln lan Jn 
ou, ainda, a forma sabre os elementos ( nel) do domini a 
nel{ } nel{ } ~ 1. -(\lv.(3)udS1+ in,((3uv).nds = ~ 1. SvdS1 . (7.2) 
De acordo com Erick Santos [18], a aplica<;iio de leis de conserva<;iio em problemas com 
solu<;iio caracterizada por uma descontinuidade separando dois estados suaves e conhecida 
como problema de Riemann. As fun<;oes de fluxo na descontinuidade que aproximam ou 
resolvem os problemas de Riemann sao chamadas de fluxo numerico. 
0 termo sabre o contorno 8!1 da equa<;iio 7.2 sera substituido por urn fluxo numerico 
FN ""fan(f3uv). nds do tipo UpWind (ver [10]). 0 fluxo numerico sera definido como 
em que re = 8S1e n r- e r~ 8S1e - re 
e 
U lim u(x- o:((3.n).n), X E fe. 
a--+O+ 





Figura 7.1: Ilustragiio de u- e u+ 
E o problema variacional e enunciado como: encontrar u E H 1 (PH) tal que 
Bc(u,v) = Lc(v) (7.3) 
nel { } Bc(u, v) = ~ l. -(\lv. (J)u dO+ l+ v u-((3. ne) ds 
e 
nel { } 
Lc(v)= ~ l. SvdO- L_ vf(f3.ne)ds . 

Capitulo 8 
Formula<;ao de Convec<;ao-Difusao 
0 problema de convec~ao-difusao e enunciado como: encontrar u que seja solu~ao do problema 
linear, 
- 'i7 · (A'i7u) + div({3u) S em !1 (8.1) 
u = f em fn 
(A'i7u) · n =gem fN 
em que: 
!1 e o dominio com fronteira oiJ Lipschitz; 
A e a matriz difusao; 
{3 e o vetor de dire~ao da velocidade de convec~ao; 
n e a normal externa a 8!1; 
S, f e g sao fun~oes conhecidas; 
r D e a parte do contorno com condi~oes Dirichlet; 
rN e a parte do contorno com condi~oes Neumann; 
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A partir das formula<;oes variacionais elipticas e hiperb6lica linear, pode-se construir a for-
mula<;iio de convec<;iio-difusiio. A formula<;iio e dada como: encontrar u E H 1 (PH) tal que 
Bvc(u,v) = Lvc(v) (8.2) 
para \fv E H 1 (Ph) e 
Bvc(u,v) Bc(u,v)+BH(u,v)+Bs(u,v) 
Lvc(v) = Lc(v) + LH(v) + Ls(v). 
B. e L. siio as formas bilineares e lineares definidas nos capitulos anteriores em que: 
• Be e a forma bilinear da formulat;iio de convec<;iio; 
• B H e da formula<;iio de difusiio; 
• Bs e, quando existir, a penalidade da descontinuidade do problema de difusiio (se<;iio 
6.3.3); 
• e L. suas respectivas forma lineares. 
Neste trabalho foram tratadas duas formula<;oes descontinuas para a difusiio, descritas nas 
se<;oes 6.3.1 e 6.3.2, alem da defini<;iio de penalizagiio da descontinuidade, descrita na se<;iio 
6.3.3, que pode ser utilizada nas duas formulat;oes de difusiio. 
8.1 Difusao Artificial SUPG 
Segundo Erick Santos [18], "o metoda de Galerkin e sabidamente instavel espacialmente 
quando aplicado a leis de conserva<;iio". Erick Santos [18] e Jorge Calle [4] utilizaram difusiio 
artificial sabre o metoda de Galer kin descontinuo de forma a previnir ou diminuir as oscila<;oes 
decorrentes de descontinuidades da solu<;iio capturadas no interior dos elementos. A difusiio 
artificial tratada neste trabalho sera a SUPG- Streamline Upwind Petrov-Galerkin [4, 18, 3], 
posteriormente chamada de SD - Streamline Diffusion. 
A equa<;iio diferencial tratada neste trabalho e dada por: 
-\7 · (A\i'u) +div((3u) = S em i1 (8.3) 
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u=femfv 
(A'Vu) · n =gem fN 
e a formulagao variacional de Galerkin descontinuo e enunciada como ( equa~ao 8.2): 
encontrar u E H 1(Ps) tal que 
em que 
Bva(u, v) = Bc(u, v) + Bs(u, v) + Bs(u, v) 
Lva(v) = Lc(v) + Ls(v) + Ls(v). 
B. e L. sao as formas bilineares e lineares definidas no capitulo 8. 
Sendo u solu<;iio da equa~ao diferencial 8.3, pode-se definir urn residua R tal que 
R = S- [- '\7 · (A'Vu) + div(j3u)] = 0. 
Multiplicando-se esse residua por uma fun~ao teste ?j; e integrando-se no dominio do problema, 
obtem-se: 
R?j; = 1 (S + '\7 · (A'Vu)- div(j3u)) ?j;dfl = 0. 
Na difusao artificial de SUPG a fun<;ao ?j; e definida como 
{ 
- - {3 ?j; = C'Vv.j3emPs, comj3 = ~ 
1/J = 0 emfint U fv U fN 




em que oh e 0 tamanho do elemento. 
Desse modo, o residua e dado por: 
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R1f; =In S1f;+ \J. (A\lu)1f!- div((3u)1f;df:l = 0 
ou, ainda, 
nel 
R1f; = "£C 1 S\lv.(J + \J. (A\lu) \lv.(J- div((3u) \lv.(3df:le = 0. 
e=l De 
Admitindo-se que o problema de convec~ao-difusao tern a convec~ao dominante, o termo 
eliptico pode ser considerado desprezivel se comparado ao termo de convec~ao. Essa hip6tese e 
bastante razoavel, vista que as descontinuidades aparecem apenas em problemas com pequena 
difusao. Problemas com alta difusao nao requerem termo de difusao artificial. Dessa forma: 
nel 
R1f; = "£C 1 S\lv.(J- div((3u) \lv.(Jdf:le = 0. 
e=l De 
Como 
div((3u) = div((3) u + \lu.(3 
e para os pwblemas tratados neste trabalho 
div((3) = 0 
o residua toma a forma 
nel 
R1f!="£C 1 S\lv.{J-(\lu.(3)(\lv.(J)df:le=0 
e=l n., 
ou 
nel c r 
R1f; = ~ llf3ll ln. S\lv.(3- (\lu.(3) (\lv.(3) df:le = 0. 
Como o residua R 7/! = 0, pode se reescrever a equa~ao como 
nelc r nelc r ~TII3TI ln.(\lu.(3) (\lv.(3)df:le = ~TII3TI ln. S\lv.(3df:le 
ou ainda 
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nel !5h r nel !5h r ~211/311 ln. ("\lu.(3) (\lv.(3) dlle = ~211/311 ln. S\lv .. Bdlle. (8.4) 
Adicionando-se a equa<:;iio 8.4 a formula<:;iio variacional original do problema ( equa<:;iio 
8.2), obtem-se a formula<:;ao do metodo de Galerkin descontinuo para convec<:;iio-difusao com 
convec<:;iio dominante e termo de difusao artificial SUPG. A formula<:;iio e enunciada como: 
encontrar u E H 1 (PH) tal que 
em que 
Bva(u, v) = Bc(u, v) + BH(u, v) + Bs(u, v) 
Lva(v) = Lc(v) + LH(v) + Ls(v) 
com B. e L. as formas bilineares e lineares definidas nos capftulos 6 e 7 e 
nel !5he r 






Metodo de Galerkin Descontinuo 
0 metoda de Galerkin descontinuo segue os mesmos principios do metoda de elementos 
finites: 
• construgao de uma formulagao variacional; 
• definigao de urn espago de aproximagao e da geometria do problema; 
• construgao da aproximagao de Galerkin; 
• resolugao do problema algebrico; 
• avaliagao dos resultados. 
Suas diferengas se dao na construgao da formulagao variacional e na definigao do espago de 
aproximagao. 
No metodo de elementos finitos, a formulagao variacional assume a continuidade das 
fungoes admissiveis entre elementos. Em Galer kin descontinuo, a formulagao variacional nao 
assume a continuidade das fungoes de base e a impoe atraves de termos integrais sabre o 
contorno. Nas formulagoes elipticas estudadas, esses termos sao os termos integrais sobre o 
multiplicador de Lagrange p, mais tarde substituido por p =< A'Vu) ·n >. Na interface entre 
elementos, 0 termo integral e dado por 
1 (((AV'v) · n) [u]- ((AV'u) · n) [v])ds 
rint 
na formulagao de Baumann (segao 6.3.1). 
0 espago de fungoes admissiveis de Galer kin descontinuo tern regularidade men or que C 0 , 
visto que as fungoes nao sao continuas entre elementos. Entretanto, a imposigao da conti-
nuidade por termos integrais na formulagao variacional, pode ser feita sobre a continuidade 
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das fungoes, bern como da primeira derivada, da segunda e assim sucessivamente. Portanto, 
de urn !ado o metodo de Galer kin descontinuo utiliza fungoes inferiores a C0 , e de outro 
ele permite a modelagem de problemas que, se modelados com elementos finitos, exigiriam 
regularidades de fungoes do tipo C1 ou maiores ainda. 
Para os problemas tratados neste trabalho, nao seriam necessaxias fungoes de maior re-
gularidade que C0 A motivagao para o uso de Galerkin descontinuo e permitir que, de fato, 
aparegam descontinuidades na solugao ao Iongo do dominio, fenomeno observado em proble-
mas de convecc;ao, sem que a solm;ao oscile em torno dessas descontinuidades como ocorre 
com o metodo de elementos finitos classico. 
Existem, porem, problemas que na sua formulagao variacional classica de elementos fi-
nitos requerem fungoes de maior regularidade. Em duas e, principalmente, tres dimensoes, 
tais regularidades sao dificeis de serem implementadas. Com o metodo de Galerkin descon-
tinuo, esses problemas podem ser modelados com razoavel simplicidade. Essa caracteristica 
do metodo de Galerkin descontinuo torna-o atraente tambem para a solugao de problemas 
que exigem grande regularidade de func;oes. Problemas de 4a ordem como placas, casca e 
vigas sao exemplo de problemas que exigem grande regularidade de fungoes. Alem da facili-
dade de tratamento de tais problemas, o metodo de Galerkin descontinuo tern urn atrativo 
adicional para problemas de elasticidade: a conservagao elemento a elemento. A propriedade 
de conservac;ao do elemento garante que todos os elementos estao em equilibria, mesmo os 
pr6ximos a singularidades, fato nao observado no metodo de elementos finitos continuo. 
9.1 Aproximac;;ao de Galerkin 
A aproximagao de Galerkin no metodo de Galerkin descontinuo e feita da mesma forma 
que para o metodo de Galerkin continuo (segao 5.2), diferenciando-se apenas no espac;o de 
fungoes aproximantes. Enquanto no metodo de Galerkin continuo as fungoes aproximantes 
sao definidas em sub-espac;os V c HJ(fJ) (ver segao 6.1, equagao 6.2), no metodo de Galerkin 
descontinuo utilizam-se sub-espagos V c H 1(Ph) (ver segao 6.2, equagao 6.5). 
Desse modo, consideram-se solugoes aproximadas u(x) = I:;:1 CY.j c.pj(x) em sub-espagos 
V c H1(Ph) de dimensao finita N. As fungoes teste v(x) = I;~1 c.p;(x) sao formadas pela 
combinagao linear das func;oes de base c.p;(x). Substituindo-se as fungoes aproximantes na 
formulac;ao variacional sera obtido urn sistema de equagoes que pode ser escrito em formato 
matricial como 
[K]. {a}= {F}, (9.1) 
sendo K = [K;j] a matriz de rigidez; 
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a= [a1 , a2, a 3 , ... , aNf a solugiio do problema algebrico; 
e F = [Fi, F2 , F3 , ... , FN]T o vetor de carga. 
A solugiio a do sistema linear construira a aproximagao da solugao do problema variacional 
como sendo 
N 
u(x) L D<j 'PJ(x). 
j=l 
A construgiio do sistema de equagoes 9.1 depende da formulagao variacional do problema 
para construgiio dos termos Kij e Fi da matriz de rigidez e do vet or de carga. Neste trabalho 
sao tratados os problemas elipticos, hiperb6licos e de convecgiio-difusao lineares. Para me-
lhor entendimento, a construgiio da aproximagiio pelo metoda de Galerkin descontfnuo sera 
abordada em separado para cada problema. 
9.1.1 Problema Eliptico 
A primeira formulagiio eliptica apresentada e aquela desenvolvida por Baumann em seu tra-
balho de doutorado [2]. A formulagao variacional da equagiio diferencial (equagiio 6.1) e dada 
por (segiio 6.3.1): determinar u E H 1(Ph) tal que 
em que 
Nelem L (h 'Vv · (A'Vu)dx) + i (u (A'Vv) · n- v (A'Vu) · n)ds + 




LH(v) = L (h v Sdx) + 1 f (A'ilv) · nds + 1 vgds. 
e=l De rn rN 
Substituindo-se as fungoes u e v pelas fungoes aproximantes I:;f=1 aJ 'PJ(x) e :Lf:1 'Pi(x), 
respectivamente, com 'Pk E V C H1(Ph) tem-se: 
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Nelem 
KiJ - 2::: ( ( vcpi · (AvcpJ)dx) + 1 ('PJ (Avcpi) · n- 'Pi (AvcpJ) · n)ds + 
e=l lne fD l"' (((Avcpi) · n) ['PJl- ((AvcpJ) · n) [cpi])ds 
e 
Nelem 
Fi= I:; (1 'PiSdx)+ 1 f(Avcpi)·nds+ 1 'Pigds. 
e=l De rv rN 
Observando-se os termos KiJ e Fi, nota-se que existem integrais sobre os elementos (Oe) 
e integrais sobre 0 contorno desses elementos (rint, rv e rN ). Separando-se OS termos de 




KiJ(Oe) ~ (Lo V'Pi · (AvcpJ)dx) 
KiJ(rint) = 1 (((Avcpi) · n) ['PJl- ((AvcpJ) · n) [cpi])ds 
rint 
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F;(fn) = { f (A'Vcp;) · nds lrD 
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As integrais sobre f;nt, fn e rN sao integrais sobre as interfaces entre elementos. A 
interface separa dois elementos vizinhos llesquerdo e [ldireito· 0 vetor normal a interface tern 
seu sentido definido do elemento llesquerdo para o elemento lldireito e o sal to das fun~oes [-] e 
definido como 
[ V] = VI Oesquerdo V J fldireito · 
As fun<;oes <p; tern suporte no interior do elemento. A elas estao associados os graus de 
liberdade a;. As integrais de contorno sao definidas sobre o tra~o das fun~6es <p; na fronteira 
dos elementos. 0 termo K;J(fint) contem termos de media(-) e salto [-]que podem ser 
expandidos. Substituindo-se a nota~ao das fun~6es a esquerda da interface por 'Pi e as fun~6es 
a direita da interface por <pf, o termo K;J(rint) pode ser reescrito como 
K;j(fint) 1 ~ {(A'V<pD · n<pj- (A'Vcpj) · ncpf} ds+ 
rint 
+ l ~ { +(A'Vcpf) · n cpj + (A'Vcpj) · n cpt} ds+ 
r~nt 
A aproxima~ao de Galerkin para a formula~ao eliptica simetrica (se~ao 6.3.2) segue os 
mesmos passos apresentados para a formula~ao de Baumann, havendo uma diferen~a de sinais 
no termo K;j(fint)· 
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9.1.2 Problema Hiperb6lico 
A formulagao fraca do problema de convecgao linear ( equagao 7.3), definido no Capitulo 7, e 
dada por: 
encontrar u E H 1(PH) tal que 
em que 
Bc(u, v) = ~ { .. L -(vv. {3)ud0 + l,_ vu-({3. ne) ds} 
e 
Substituindo-se as fungoes u e v pelas fungoes aproximantes I:f=, O:j 'Pi(x) e I:;':, <p;(x), 
respectivamente, com 'Pk E V C H 1 (Ph) tem-se: 
e 
F;=f{l Scp;dO- L cp;j(f3.ne)ds}. 
e=l ne r-
Observando-se os termos K;j e F;, nota-se que existem integrais sobre os elementos (rle) 
e integrais sobre o contorno desses elementos (f~ e f".). Separando-se os termos de integral 
sobre os elementos e seus contornos, podem-se reescrever os termos como: 
e 
em que 
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nel { } Kij(r~) = L L 'Pi'Pj(f:3.ne)ds 
e=l r+ 
nel ( ) Fi(f:'.) = ~ - L_ 'Pi f ({3. ne) ds . 
As integrais sobre r~ e r:_ sao integrais sobre o contorno dos elementos. 0 contorno de 
urn elemento pode ser representado por urn conjunto de interfaces. Uma interface separa 
dois elementos vizinhos 12esquerdo e ndireito· A integral sobre r~ pode ser calculada como a 
integral sobre as interfaces do elemento do tipo r~. Toda interface e contorno do tipo r:_ 
para urn dos vizinhos e r~ para o outro (ver figura 7.1). A integral da interface e feita sobre 
as fungoes do elemento pelo qual ela e r~. Desse modo, a integral sobre todas as interfaces 
do dominio sera equivalente a integral de todos os elementos sobre seus contornos r~. 
9.1.3 Termo de Penaliza~ao 
0 termo de penalizagao, definido em 6.3.3, e dado por: 
Bs(u, v) = 1 (<J uv)ds + 1 (<J [u] [v])ds 
rn rint 
Ls(v) = { (<J jv)ds. Jrn 
. Substituindo-se as fungoes u e v pelas fungoes aproximantes .z::;;:1 O:j 'Pj(x) e I;;:1 'Pi(x), 
respectivamente, com 'Pk E V C H 1(Ph) tem-se: 
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e 
com 
As funGoes 'Pi tern suporte no interior do elemento. A elas estao associados os graus de 
liberdade ai. As integrais de contorno sao definidas sabre o traGo das funGoes 'Pi na fronteira 
dos elementos. 0 termo Kij(rint) contem termos de salta [-] que podem ser expandidos. 
Substituindo-se a notaGiio das fungoes a esquerda da interface por 'Pi e as funGoes a direita 
da interface por rpf, o termo K,1(rint) pode ser reescrito como 
Kij(rint) = ( a { 'P~ rpj - 'P~ rpj- rpf rpj + rpf rpJ} ds 
Jrint 
9.1.4 Problema de Convecc;iio-Difusiio 
A formula<;ao variacional do problema de convecGiio-difusao (equaGiio 8.1) e definida em 8. 
Substituindo-se, na equa<;ao 8.1, as funGoes u e v pelas fungoes aproximantes L.;f=1 aJ rp1(x) 
e L.;;:1 'Pi(x), respectivamente, com 'Pk E V C H 1 (Ph) tem-se o problema algebrico [K] . {a} 
{F} em que 
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9.2 Implementa«;ao Computacional 
9.2.1 Ambiente PZ 
0 ambiente PZ e urn conjunto de classes em linguagem C++ que permitem a simula<;iio do 
metoda de elementos finitos. 0 ambiente PZ e constituido de m6dulos bastante separados, 
os quais combinadas provem as funcionalidades necessarias a urn c6digo de elementos finitos. 
Na execu<;iio deste trabalho alguns modulo foram mais importantes e podem ser destacados: 




9.2.2 Geometria e Espa<;os de Interpola<;ao 
0 ambiente PZ possui urna distin<;iio muito forte entre geometria e interpola<;iio. Para a 
defini<;iio da topologia da malha existern elementos geornetricos ( TPZGeoEL) associados a 
rnalhas geornetricas ( TPZGeoMesh ). Os elementos geornetrios com poem a vizinhan<;a de cada 
elernento e o rnapeamento do elernentro mestre ( ou de referencia) para o elemento deforrnado 
na rnalha, bern como o calculo das restri<;6es de fun<;6es de forma entre elementos de rnalhas 
niio conformes (corn hangingnodes), para sirnula<;6es do metoda de elementos finitos classico. 
0 espa<;o de interpola<;iio e implementado pelos elementos cornputacionais, derivados da 
classe base TPZCompEl. 0 metoda de elementos finitos classicos e implernentado pela classe 
TPZinterpolatedElement derivada de TPZCompEl. 0 metoda de Galerkin descontinuo e 
irnplernentado pelas classes TPZCompElDisc e TPZinterfaceElement, ambas derivadas de 
TPZCompEl. A classe TPZCompElDisc e responsavel pela interpola<;iio no interior dos ele-
mentos descontinuos e TPZinterfaceElement e responsavel pelos calculos na interface entre 
elementos. 
Urna estrategia adotada neste trabalho e a de cornbinar elementos descontfnuos e ele-
mentos continuos em urna rnesrna simula<;iio. A abordagern e relativarnente simples. Ern 
uma regiao do dorninio, descreve-se o problema corn elementos finitos e, ern outra regiao, 
corn Galerkin descontinuo. Na fronteira entre essas duas regioes sao utilizados elementos de 
interface entre elementos continuos e descontinuos. 
Foi necessaria urna rnodifica<;iio na classe TPZinterfaceElement para acornodar essa nova 
funcionalidade. 0 elernento descontinuo define as fun<;6es de base sobre o elemento real. 
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Ja o elemento continuo, no PZ, define as fun~oes em elemento mestre, ou de referenda. 
Para o calculo da contribui~ao de interface, solicita-se ao elemento continuo o valor de suas 
fun~oes e derivadas restritas a interface, a partir de urn ponto de integra~ao em coordenadas 
parametricas. As coordenadas parametricas sao mapeadas para coordenadas reais e esse 
novo ponto e fornecido ao elemento descontfnuo para o calculo de suas fun~oes e derivadas 
restritas a interface. De mao das fun~oes e derivadas de seus vizinhos, a interface calcula a 
contribuic;ao de seus termos para a matriz de rigidez e vetor de carga. 
Sao necessarios elementos de interface entre elementos descontinuos e entre urn elemento 
continuo e outro descontfnuo. Entretanto, poder-se-iam utilizar elementos de interface entre 
elementos continuos. Isso, de fato, em nada modificaria o problema. As contribui~oes da 
interface a sua esquerda e a sua direita ocorreriam sobre os mesmos graus de liberdade, 
anulando-se. 
9.2.2.1 TPZConnect 
Uma classe muito importante na constru~ao dos espa9os de interpolac;ao e a classe TPZ-
Connect. 0 connect associa os graus de liberdade e as fungoes de forma do problema aos 
elementos computacionais. Conforme descrito anteriormente, existem tres classes basicas 
para a construc;ao dos espac;os de interpolac;ao: 
• TPZinterpolatedElement para a construc;ao de espac;os de interpola~ao continuos 
• TPZCompElDisc e TPZinterfaceElement para a constru~iio de espa~os de interpolac;ao 
descontinuos 
Neste trabalho foram utilizadas malhas bidimensionais com elementos quadrilateros e trian-
gulos. 0 elemento quadrilatero continuo possui nove connects e o triangulo seis connects. A 
figura 9.1 mostra a posic;ao e a ordem dos connects. Existem connects associados a n6s, ares-
tas e faces. Em elementos tridimensionais, nao tratados neste trabalho, existe ainda connect 
associado a volume. 
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3 6 2 2 
7 8 5 
() 1 
Figura 9.1: Connects dos elementos quadrilatero e triangulo 
0 connect e de grande importancia quando dois elementos vizinhos tern ordem de inter-
pola~ao diferentes. Por exemplo, sejam dois elementos quadrilateros vizinhos (A e B) de 
ordem de interpola~ao polinomial igual a urn e dois respectivamente (figura 9.2). 
3 6 2 3 6 2 
7 8 0 5 7 8 5 
0 4 1 0 4 
Figura 9.2: Elementos quarilateros vizinhos 
0 elemento A possui quatro fun~6es de forma associadas aos quatro n6s (connects 0, 1, 2 
e 3). Sao as fun~6es chamadas "chapeu". 0 elemento B possui as mesmas quatro fun~6es de 
forma associadas aos n6s e mais cinco fun~6es quadraticas sendo quatro associadas as arestas 
(connects 4, 5, 6 e 7) e uma associada a face (connect 8). Para que o espa~o de interpola~ao 
seja continuo entre os elementos a fun~ao quadnl.tica associada ao connect 7 do elemento B 
e desconsiderada. 
Seja urn segundo exemplo em que os mesmos elementos A e B da figura 9.2 tern ordem 
polinomial de interpola9ao igual a dois e tres respectivamente. Para que o espa~o de inter-
pola~ao seja continuo, os connects 5 do elemento A e 7 do elemento B devem ter a mesma 
ordem de interpola~ao e suas fun~oes de forma devem ser continuas entre elas. Assim, a 
fun~ao de ordem tres associada ao connect 7 do elemento B e desconsiderada. A figura 9.3 
mostra as fun~6es de forma de ordem dois associadas aos connects vizinhos. E preciso definir 
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uma orienta~ao para a constru~ao das func;oes, de modo a evitar o apresentado na figura 9.4. 
0 PZ define a orienta~ao como sendo do no de menor Id para o maior Id. Como o Id do no 
e uma variavel global os elementos vizinhos seguem a mesma orienta~ao. 
De fato, connects vizinhos sao compartilhados entre os elementos no PZ. Os connects 5 do 
elemento A e 7 do elemento B sao na verdade o mesmo objeto connect. Alem desse connect, 
os elementos A e B compatilham os connects 1 e 2 do elemento A com os connects 0 e 3 do 
elemento B. 
Figura 9.3: Fun~ao de aresta de ordem polinomial 2 de dois elementos vizinhos 
Figura 9.4: Fun~ao de aresta de ordem polinomial 2 de dois elementos 
vizinhos com erro na orienta~ao 
Como visto, o elemento quadrilatero continuo possui 9 connects de modo a garantir a 
continuidade das funcoes de forma entre elementos vizinhos. 0 elemento deseontinuo, por 
sua vez, nao requer eontinuidade de suas func;oes entre vizinhos. Por isso, e necessaria apenas 
urn connect para definir suas func;oes de forma, as quais coincidem com as fun<;;oes de base. 
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A figura 9.5 mostra urn elemento descontinuo A com dois vizinhos: urn descontinuo B e urn 
continuo C. Entre urn descontinuo e outro elemento e criado urn elemento tipo interface 
( TPZinterfaceElement). 
A interface nao possui seus pr6prios connects. Elas apenas identifica os connects de seus 
vizinhos e os utiliza em seus caJculos. Nota-se que o connect do elemento descontinuo nao e 
compartilhado com nenhum outro elemento. 
TPZinterfaceElement 
3 6 2 / '.. 
7 8 
@] 
5 0 ~ 0 
TPZinterpolatedEJement lPZCompEIDisc TPZCompE!Dioc 
0 4 
Figura 9.5: Elementos continuo, descontinuos e interfaces 
9.2.3 Formulac;ao Variacional 
As classes de material implementam formula~oes variacionais. Sua fun~ao e calcular o valor 
da matriz de rigidez e do vetor de carga de urn elemento em urn dado ponto de integra~ao. 
A interface e definida pelas classes TPZMaterial e TPZDiscontinuousGalerkin. 
A classe TPZMaterial define as interfaces para a constru~ao de problemas do metodo 
elementos finitos continuo. Sao de especial importancia os metodos: 
• Contribute: calcula a matriz de rigidez e o vetor de carga do elemento em urn ponto 
de integra~iio. 
• ContributeBC: calcula a matriz de rigidez e o vetor de carga do elemento tipo condi~ao 
de contorno em urn ponto de integra~ao. 0 PZ trabalha com condi~oes de contorno 
tipo Dirichlet, Neumann e mista. A condi~iio de contorno Dirichlet e imposta como 
uma penalidade na matriz de rigidez e no vetor de carga. 
A classe TPZDiscontinuousGalerkin e derivada da classe TPZMaterial. A fun~ao da classe 
TPZDiscontinuousGalerkin e definir as interfaces adicionais necessarias para o metodo de 
Galer kin descontinuo. Sao de especial importancia o metodo Contribute ja definido na classe 
TPZMaterial e OS metodos: 
• Contributelnterface: calcula a matriz de rigidez e o vetor de carga do elemento de 
interface em urn ponto de integra~iio. 
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• ContributeBCinterface: calcula a matriz de rigidez e o vetor de carga do elemento de 
interface de contorno em urn ponto de integragao. 
As simulagoes de Galerkin descontfnuo nao utilizam o metodo ContributeBC. As condigiies 
de contorno sao aplicadas pelo metodo ContributeBCinterface. 
Nas formulagiies utilizadas, urn mesmo material piide implementar elementos finitos e 
Galerkin descontfnuo. Isso porque o metodo Contribute, que realiza a integragao sobre o 
elemento, e o mesmo para ambos os metodos. Sempre que isso for valido, pode-se utilizar a 
mesma classe para implementar elementos finitos e Galerkin descontfnuo. 
9.2.3.1 TPZMatPoisson3d 
As formulagiies de elementos finitos continuo e de Galerkin descontinuo descritas neste tra-
balho sao implementadas pelo material TPZMatPoisson3d. Para Galerkin descontfnuo de 
Baumann, a formula<;iio com termo de penalizagao da interface e SUPG e dada por 
BH(u, v) + Bc(u, v) + Bs(u, v) + Bsupc(u, v) = LH(v) + Lc(v) + Ls(v) + LsuPc(v) 
em que 
Nelem L (1 V'v·(AV'u)dx)+ 1 (-u(AV'v)·n-v(AV'u)·n)ds+ 
e=l ne rD l (- ((AV'v) · n) [u]- ((AV'u). n) [v])ds 
rmt 
nel { } Bc(u,v) = ~ k, -(\i'v.j3)ud0+ L, vu-(f3.ne)ds 
Bs(u, v) = lv (auv)ds + ln, (a [u] [v])ds 
nel She 1 
Bsupe(u, v) = ~ 2 llf3ll n, (V'u.j3) (V'v.j3) dOe 
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Lc(v) = ~ {- L_ vf(/3 .ne)ds} 
Ls(v) = ( (u fv)ds lrD 
nel i5h r 
LsuPa(v) = ~ 2 ll~ll ln. S\lv.j]dfle 
Esses termos podem ser reagrupados como 
BI(u, v) + Bn(u, v) + Bm(u, v) = LI(v) + Lu(v) 
em que 
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Nelem ( ( ( i5h ( ) 
BI( u, v) ~ ln. \lv · (A\lu)dx +ln. -(\lv. j3)u d!l + 2 ll~ll ln. (\lu./3) (\lv./3) dfle 
Bn(u,v)= l.,(-((A\lv)·n)[u]-((A\lu)·n)[v])ds+ l+ vu-(f3.ne)ds+ l.,(u[u][v])ds 
Bm(u,v)= ( (-u(A\lv)·n-v(A\lu)·n)ds+ ( (uuv)ds lrD lrn 
nel 
Ln(v)= r -f(A\lv)·nds+ r vgds- L r vf(f3.ne)ds+ r (ufv)ds lrD lrN e=l ire_ lrD 
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Os principais metodos das classes de material sao Contribute, ContributeBC, Contribu-
teinterface e ContributeBCinterface. 
0 metodo Contribute implementa o valor da integral sobre o elemento para urn dado 
ponto de integra~ao. Isso significa que o metoda Contribute implementa B1 (u, v) e L1 (v). 
0 metodo ContributeBC niio e utilizado em Galer kin descontfnuo. A fun<;ao desse metoda 
e aplicar as condi<;oes de contorno para elementos finites continuo. 
Contributeinterface implementa a integra<;ao sobre elementos de interface, o que equivale 
ao termo Bu(u, v). 
Finalmente, o metodo ContributeBCinterface implementa as condi<;oes de contorno de 
Galerkin descontfnuo dadas pelos termos Bur(u, v) e Lu(v). 
Em simula<;oes de elementos finitos continuo sao utilizados o metoda Contribute apresen-
tado e o metoda ContributeBC, esse ultimo para aplica<;ao das condi~oes de contorno.s 
9.2.4 Algebrico 
0 ambiente PZ possui urn modulo algebrico. Nesse modulo sao implementadas matrizes e 
metodos de resolu<;ao de sistemas lineares. Sao disponfveis diversos modos de armazenamento 
de matrizes: 
• matriz cheia 
• matriz em banda 
• matriz simetrica em banda 
• matriz simetrica sky-line 
• matriz esparsa 
Os metodos diretos de resolu<;ao de sistemas lineares disponfveis sao: 
• decomposi<;ao de Cholesky 
• decomposi<;ao LU 
• decomposi<;ao LDLT 
• metodo frontal 
E OS metodos iterativos implementados sao: 
• Jacobi 
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• SORe SSOR 
• metodos de Krilov: gradiente conjugado, GMRes, gradiente bi-conjugado etc. 
9.2.5 P6s-processamento 
Ap6s a resolw;iio do sistema de equag6es e preciso fazer o p6s-processamento da solu9iio e 
sua vizualizagiio gnifica. 0 PZ possui urn modulo de exporta9iio da solu9iio e de variaveis 
p6s-processadas (como gradiente, por exemplo) para vizualizagiio no programa OpenDX. Os 
resultados graficos apresentados neste trabalho foram obtidos atraves desse programa. 
Capitulo 10 
Resolu«_;ao de Problemas 
10.1 Problema Eliptico 
10.1.1 Descri~<ao do Problema 
0 problema eliptico teste e dado pela solu~ao analftica 
para a equa~ao diferencial 
-\7 · (A'Vu) = S em fl= (-1,1) 2 
em que 
A= 1 
U = 0 em fD = ofl 
Sao comparados os metodos de elementos finitos classico e de Galerkin descontfnuo. 0 
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metoda de Galerkin descontinuo e implementado segundo as formula<;oes de GEM (6.3.2) 
e Baumann (6.3.1), com e sem penalidades. A figura 10.1 mostra a solu<;ao analitica do 
problema. 
Figura 10.1: Solu<;ao analitica do problema 
10.1.2 Amilise dos Autovalores da Matriz de Rigidez 
Bloco diagonal A resolu<;ao do sistema linear K a = F pode ser via metodos iterativos. A 
taxa de convergencia de metodos iterativos e fortemente infiuenciada pelo condicionamento da 
matriz K. Para melhorar o condicionamento de uma matriz, utilizam-se pre-condicionadores, 
tal como o pre-condicionador bloco diagonal. 
0 pre-condicionador bloco diagonal consiste em extrair da matriz K os termos da diagonal. 
Esses termos sao as posi<;oes kiJ da matriz K que correspondem as func;oes 'Pi e 'PJ associadas 

















em que cada Blocoi e a sub-matriz das func;oes associadas ao elemento i. 
U m estudo, utilizando-se o software M athematica, mostrou que os blocos i da formulac;ao 
simetrica do GEM sao singulares, o que impassibilita a sua inversao para calcular [Bloco i r 1• 
Desse modo, a soluc;ao do sistema de equac;oes lineares do metoda de GEM, via metoda itera-
tivo, fica prejudicado no uso de prll-condicionadores. Uma estrategia adotada foi a de compor 
os blocos i com as func;oes associadas ao elemento e seus vizinhos ( 4 no caso de elemento 
quadrilateral). Nessa abordagem, os b!ocos deixaram de ser singnlares. Entretanto a conver-
gencia do metoda iterativo de GMRES nao foi acelerada com o uso desse pre-condicionador 
para o problema testado. 
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Alem disso, notou-se que a matriz de rigidez global do metodo de GEM possui autovalores 
negativos, isso e, a matriz nao e positiva definida. A utiliza~ao de termos de penaliza~ao 
(6.3.3) pode tornar os autovalores dos blocos diagonais e da matriz global positivos. Isso 
pode ocorrer se o termo de penaliza~ao for suficientemente grande. 
A formula~ao de Baumann produz bloco diagonal positivo semidefinido para ordens de 
interpola~ao quadnitica ou maior. E a matriz global e tambem positiva semidefinida. Isso foi 
observado no estudo no Mathematica e apresentado por Prudhomme et al [15]. Observou-se, 
no Mathematica, que os autovalores das matrizes sao complexos com parte real positiva. A 
verifica~ao da positividade definida foi feita analisando-se a parte simetrica das matrizes. 
Se M e a matriz nao simetrica de Baumann, sua parte simetrica e dada por Msimetrica = 
~(M + MT). Os autovalores de Msimetrica sao positivos, com excegao de urn deles que e zero. 
Logo a matriz M nao pode ser dita positiva definida, mas positiva semidefinida. 
10.1.3 Resultados 
Nessa segao sao apresentados os graficos de convergi'mcia dos metodos. Os graficos de conver-
gencia sao apresentados em fungao do numero de elementos da malha para diferentes ordens 
de interpola~ao. Em todos os casos, os elementos tern o mesmo tamanho e a mesma ordem 
de interpola<;ao (refinamento uniforme). 
Vale lembrar que, para mesma ordem de interpolagao e mesmo numero de elementos, o 
metodo de Galerkin descontfnuo requer mais graus de liberdade que o metodo classico de 
elementos finitos. Isso se deve ao fato de que, em Galerkin descontfnuo, as fun~oes de base 
tern suporte local ao elemento. Ou seja, os graus de liberdade de urn elemento nao sao 
compartilhados com seus vizinhos como ocorre em elementos finitos. 
As figuras 10.3, 10.4 e 10.5 apresentam urn comparativo dos erros em norma 12 e semi-
norma de H1 para os metodos de elementos finitos, Galerkin descontfnuo de Baumann e 
GEM sem a utiliza~ao de termos de penalidade. Percebe-se que as formulagoes de Baumann 
e GEM sao equivalentes se comparadas em seminorma de Hl. Nota-se ainda a superioridade 
do metodo de elementos finitos classico na resolU<;ao desse problema (solu<;ao suave). Essa 
superioridade acentua-se mais se comparado o custo computacional (numero de graus de 
liberdade) de cada metodo. 0 metodo de elementos finitos requer menos graus de liberdade 
que os metodos de Galerkin descontfnuo. A tabela a seguir mostra o numero de equagoes 
para algumas das simula~oes que originaram os graficos de convergencia: 
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Numero de equa.;Oes 
P=2 Elementos finitos Galerk:in descontlnuo 
nel 
4 25 36 
16 81 144 
64 289 576 
256 1089 2304 
P=S 
nel 
4 121 144 
16 441 576 
64 1681 L3U4 
Figura 10.2: Niimero de equa~oes para elementos finitos e Galerkin descontinuo 
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Figura 10.3: Compara<;ao entre elementos finitos e Galerkin descontfnuo de Baumann 
Erro em norma L2 e seminorma de Hl 
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En:o Norm;o LZ x mlmero tie ~~mento~ 
ElmlentOI< flnlk>l' X GEM 
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Figura 10.4: Compara({ao entre elementos finitos e GEM 
Erro em norma 12 e seminorma de Hl 
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Figura 10.5: Compara<;ao entre GEM e Galerkin descontinuo de Baumann 
Erro em norma L2 e seminorma de H1 
Baumann [2] diz que a taxa de converg<lncia dos metodos deve ser: 
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• para elementos finitos: em norma L2 deve ser p + 1; e em seminorma de Hl deve ser p. 
• para Galerkin descontinuo de Baumann: em norma £2 deve ser p quando p for par e 
p + 1 quando for impar; e p ern seminorma de Hl. 
• para GEM: em norma £2 deve ser p + 1; e em seminorma de H1 deve ser p. 
Isso e o mesmo que dizer que elementos finitos e GEM possuem converg<lncia 6tima em 
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norma L2 e seminorma de Hl, enquanto a formulagao de Baumann tern uma deficiencia 
para p pares, quando a convergencia em norma L2 e sub-6tima. 
Observando os gnificos de convergencia (figuras 10.3, 10.4 e 10.5) constata-se o respeito 
a essas taxas analfticas. 
As figuras 10.6, 10.7 e 10.8 comparam as vers6es dos metodos de Galerkin descontfnuo 
de Baumann e GEM com e sem termo de penalidade. Observa-se que a aplicac;ao do termo 
de penalidade com C = 1 (ver sec;ao 6.3.3) diminui o erro da soluc;ao. Ja o GEM necessita 
de uma penalidade maior (C = 10) para melhorar a soluc;ao. 0 termo de penalidade com 
C = 1 piora a soln<;ao do GEM. 
Na figura 10.9, observa-se que a aplicac;ao de uma forte penalidade ( C = 10) conduz a 
resultados eqiiivalentes aos do metodo de elementos finitos classico. 
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Figura 10.6: Compara<;ao entre Galerkin descontinuo de Baumann com e sem penalidade 
Erro em norma L2 e seminorma de Hl 
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Err<~ no1ma l..2 x nUmltl"o de ell!mentos 
GEM x GEM ~om penalrdade CU1 
Nim>olo<lool•,...,.... 
Erro Seml-n11rma H1x nUmero de t~lem&lrt<» 
GEM x GEM com penaHdadfl c->1 
Figura 10.7: Compara<;iio entre GEM come sem penalidade 
Penalidade com C = 1. Erro em norma 12 e seminorma de Hl 
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Figura 10.8: Cornpara<;iio entre GEM com e sern penalidade 
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Erro norma L2 x nUmero de <~ltmento$ 
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Figura 10.9: Compara<;ao entre elementos finitos e GEM com forte penalidade 
PenaJidade com C = 10. Erro em norma L2 e seminorma de Hl 
Problema de Convecc:;ao-Difusao 
Este problema de convec<;ao-difusao escaJar, com a convec<;ao dominante, apresenta uma des-
continuidade ao Iongo do domfnio imposta pelas condi<;oes de fronteira Dirichlet. 0 objetivo 
neste teste e avaliar o comportamento do metodo de Galerkin descontinuo com respeito as os-
cila<;oes. Foram realizados testes com a formula<;ao descontfnua de Baumann sem penalidade 
e a formula<;ao continua de elementos finitos. Para ambos os casos observou-se a quaJidade 
da solu<;ao acrescentando-se o termo de difusao artificial de SUPG. 
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Os parametros do problema (figura 10.10) sao dados para a equru;ao diferencial 
-\7 · (A'Vu) + div(;Ju) = S em Sl = ( -1, 1)2 
em que A= l.Oe-6, ;3 = {1, 1Ve S = 0. As condic;oes de contorno sao Dirichlet valendo 
zero ou 1.0 conforme a fronteira. A condi<;ao de contorno e descontfnua em alguns pontos 
(variando de zero a 1.0 bruscamente), da qual aparecera a descontinuidade da solU<;ao. 
Figura 10.10: Enunciado do problema 
Tentou-se utilizar o termo de penalizru;ao na formulac;ao de Baumann. 0 termo de pe-
nalizac;ao foi definido (sec;ao 6.3.3) como a= kh-1 com k = C Ap2 • Utilizando-se C = 1, 
nenhuma diferenc;a pode ser notada com relac;ao a formulac;ao de Baumann sem penalizac;ao. 
Isso porque com o valor de A = l.e - 6, o termo K e muito pequeno com relac;ao ao termo 
convectivo. Utilizando-se C = l.e + 6, a soluc;ao de Baumann com penalizagao assemelha-se 
muito a solU<;ao de elementos finitos. 
Urn valor intermediario deveria ser adotado, avaliando-se a estabilidade da solugao, que 
se deteriora a medida que o metoda converge para o metoda de elementos finitos. Dada essa 
ineficiencia do metoda com penalidade, esse sera doravante abandonado neste trabalho para 
a resoluc;ao de problemas de convecc;ao dominante. 
As figuras 10.11, 10.12, 10.13 e 10.14 mostram a soluc;ao de Galerkin descontfnuo de 
Baumann e elementos finitos sem e com SUPG para ordem de interpolac;ao constante p = 2 e 
refinamento uniforme da malha. As malhas possuem 4, 16, 64 e 256 elementos quadrilateros. 
As figuras 10.15 e 10.16 mostram o mesmo problema resolvido com malha de triangulos. 
Observa-se que o metoda de elementos finitos apresenta bastante oscilac;ao. Essa oscila<;ao 
e bern remediada com a utilizac;ao da difusao artificiaL 
0 metoda de Galerkin descontfnuo rnostra-se bastante estavel e a utilizagao de difusao 
artificial colabora corn a estabilidade. A soluc;ao de Galerkin descontfnuo corn SUPG parece 
ser melhor que a de Galer kin descontfnuo sem difusao artificiaL N ota-se ainda que, no metoda 
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de Galerkin descontinuo, as oscila~oes em urn elemento nao se propagam para os elementos 
vizinhos (ou se propagam em grandeza bern menor), o que e uma vantagem do metodo com 
rela~ao a elementos finitos continuo. 
Figura 10.11: Evoluc:;ao da solw;ao para refinamento uniforme e p = 2 constante 
Metodo de Galerkin descontinuo de Baumann sem SUPG 
Figura 10.12: Evoluc:;ao da soluc:;ao para refinamento uniforme e p = 2 constante 
Metodo de Galerkin descontinuo de Baumann com SUPG 
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Figura 10.13: Evoluc:;ao da solw:;ao para refinamento uniforme e p = 2 constante 
Metoda de elementos finitos continuo sem SUPG 
Figura 10.14: Evoluc;ao da soluc;ao para refinamento uniforme e p = 2 constante 
Metoda de elementos finitos continuo com SUPG 
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Figura 10.15: Evolm;ao da solm;ao para refinamento uniforme e p = 2 constante 
Metodo de elementos finitos continuo com SUPG. Malha de triangulos 
::; 
Figura 10.16: Evolu<;ao da solu<;ao para refinamento uniforme e p = 2 constante 
Metodo de Galerkin descontinuo de Baumann com SUPG. Malha de triangulos 
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Alterando-se alguns parametros do problema, pode-se obter urn problema de camada 
limite na fronteira do domfnio. Alteram-se as posic:;oes das condic:;oes Dirichlet zero e 1.0 
{figura 10.17). A soluc:;ao toma a forma das figuras 10.18 e 10.19, com camada limite ao Iongo 
dos eixos x = 1 e y = 1. Nessas figuras pode-se observar uma deteriorac:;ao da soluc:;ao quando 
se utiliza difusao artificial. Isso se deve ao fato de que o termo de SUPG acrescenta uma 
difusao na direc:;ao da convecc:;ao. N a direc:;ao perpendicular a da convecc:;ao, a soluc:;ao oscila. 
As oscilac:;oes nao se propagam para os elementos vizinhos. 
Figura 10.17: Enunciado do problema 
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Figura 10.18: Evolut;ao da solw;ao para 64 elementos e p = 2, 3, 4 e 5 
Metoda de Galerkin descontinuo de Baumann sem SUPG 
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Figura 10.19: Evolu<;ao da solu<;ao para 64 elementos e p = 2, 3, 4 e 5 
Metoda de Galerkin descontfnuo de Baumann com SUPG 
Uma terceira versao proposta para esse teste e o de alinhar as interfaces entre elementos 
com a descontinuidade, no interior do domfnio. As figuras 10.20 e 10.21 mostram os resultados 
para elementos finitos e Galerkin descontfnuo de Baumann. 
Comparando-se a solw;;ao de Galerkin descontfnuo com a solu<;ao de elementos finitos fica 
clara a superioridade do metoda de Galerkin descontfnuo quando as interfaces sao coinciden-
tes com a descontinuidade. A solw;;ao apresentada na figura 10.21 e obtida com 4 ou 256 
elementos, identicas. 
A descontinuidade tende a desaparecer quando sao utilizados OS termos de penalidade 
na interface. Foram utilizados termos de penalidade com C = 100, 1 000, 10 000 e 1 000 000. 
Quanta maior o valor da penalidade mais continua e a solw;;ao - e tambem mais proxima da 
solu<;ao de elementos finitos. A continuidade da solw;;ao vern acompanhada das oscila<;oes 
numericas. Os resultados sao mostrados na figura 10.22. 
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Figura 10.20: Solw:;ao de elementos finitos com SUPG (a) e sem (b) 
256 elementos e p = 2 
Figura 10.21: Solu<:;ao de Galerkin descontlnuo de Baumann. 
4, 16, 64 ou 256 elementos e p = 2 
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Figura 10.22: Solw:;ao de Galerkin descontfnuo de Baumann com penalidade 
256 elementos e p = 2 - Penalidade com C = 100, 1 000, 10 000 e 1 000 000 
10.3 Problema de Convec<;ao-Difusao - Camada Limite 
10.3.1 Descri~ao do Problema 
Este problema de camada limite foi extraido do artigo de Paul Houston et al [9]. 
A solm;ao analitica e dada por 
u(x, y) = x + y (1 _ x) + (e-1/A _ e-(1-x) (1-y)fA) (1 e-1/A)-1 
para a equa<;ao diferencial 
-\7 · (A\i'u) + div((3u) = S em !1 = (0, 1j2 
em que 
lll!lLIOTEC!I CENTRAl 
OESENVOLV!MENTO DE cuc.evcocc:> 
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2 + (1-x)
2
-(1 x)-(1-y)+(1 y)2 -x-y 
A (1- e 1/A) e(l-x)(l-y)fA 
f3={1,1V 
0 parax = 1 
0 paray = 1 
- (-1 + eYIA + y- e11Ay) (-1 + e1/Ar1 parax = 0 
- ( -1 +ex fA)+ X- elf Ax) ( -1 + el/Arl paray = 0 
e A varia para cada caso testado. Quanto menor o valor de A, mais forte e a camada 
limite. A figura 10.23 apresenta a solu<;ao analftica para alguns valores de A. 
0 
0. 
Figura 10.23: Solu<;oes analfticas para a) A 1, b) A= 0.1, c) A= 0.01 e d) A= 0.001 
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10.3.2 Resultados 
Neste problema, foram comparadas as formula~iies de Baumann sem penalidade e a formu-
la~ao continua de elementos finitos. No problema simulado utilizou-se A= 0.01 (ver figura 
10.23 c). 
Propiie-se utilizar elementos continuos e descontinuos na mesma simulagao. Na regiao da 
camada limite utiliza-se Galerkin descontinuo, buscando-se a estabilidade da solugao. E na 
regiao do dominio em que a solugao e suave utiliza-se elementos finitos continuo. 
10.3.2.1 Refinamento ao Longo da Camada Limite 
0 refinamento uniforme da malha nao e 6timo para problemas de camada limite. As regiiies 
de forte gradiente necessitam de mais elementos para convergir a solugao do problema. E 
usual a utilizagao de malhas mais refinadas nas regiiies de forte gradiente da solugao. Isso 
permite urn melhor aproveitamento dos recursos computacionais. Desse modo, utilizou-se 
malha da figura a seguir. A partir dessa malha procedeu-se o refinamento uniforme para 
construir as demais malhas utilizadas. 






Figura 10.24: Malha para camada limite 
10.3.2.2 Combinagao de Elementos Finitos e Galerkin Descontinuo 
Uma estrategia para otimizar os recursos na simulagao e utilizar elementos finitos em re-
giiies de solugao suave e Galerkin descontinuo em regiiies de fortes gradientes. A utilizagao 
de elementos finitos nas regiiies de solugao suave produz urn problema com menos graus de 
liberdade do que utilizando apenas Galerkin descontinuo. E a utilizagao de Galerkin des-
continuo nas regiiies de solw;ao com fortes gradientes produz urn metodo mais estavel com 
respeito a oscilagiies. Essa abordagem e utilizada (fignra 10.25) no problema de camada 
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limite apresentado e os resultados com e sem SUPG sao mostrados nas figuras 10.26, 10.27 
e 10.28. 






Figura 10.25: Malha com elementos continuos e descontfnuos 
10.3. PROBLEMA DE CONVECQAO-DIFUSAO - CAMADA LIMITE 
Figura 10.26: Solw;ao camada limite- Elementos finitos continuo 
a) Com SUPG b) Sem SUPG 
p = 2, 16 elementos - 81 equa<;oes 
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Figura 10.27: SolU<:;ao camada limite - Galerkin descontfnuo de Baumann 
a) Com SUPG b) Sem SUPG 
p = 2, 16 elementos - 144 equa<:;oes 
10.3. PROBLEMA DE CONVECQAO-DIFUSAO - CAMADA LIMITE 
Figura 10.28: Solw;ao camada limite- Elementos finitos continuo e descontfnuo 
a) Com SUPG b) Sem SUPG 
p = 2, 16 elementos - 133 equa~oes 
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A taxa de convergencia obtida variou em fuw:;ao da utiliza<;ao do termo de difusao artificial 
SUPG. Com SUPG, as taxas de convergeucia ficaram em torno de 1.0 para os tres casos 
testados (elementos finitos, baumann e continuo-descontfnuo). Essa taxa de convergencia e 
muito baixa se comparada com as taxas obtidas sem SUPG. Por outro !ado, o termo SUPG 
mantem a solu<;ao mais estavel. As figuras a seguir trazem as curvas de convergencia h para 
norma L2 e seminorma de Hl. 
Converg(inela hem nonn11 L2 
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Figura 10.29: Taxa de convergencia h 
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Gii~lerkln descQntinuO de Baumann sem SUPG 
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Figura 10.30: Taxa de convergencia h 
Galerkin descontfnuo de Baumann sem SUPG 
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Conv~rgineia h em norma L2 
G11lerkln eontinuo..deseontlnuo urn SUPG 
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Figura 10.31: Taxa de convergencia h 
Galerkin continuo-descontinuo sem SUPG 
A tabela 10.32 faz urn resumo das taxas de convergencia obtidas. Os resultados indicam 
que a taxa de convergencia vai em dire.;ao das taxas analiticas dadas em [2]. 0 metodo 
de elementos finitos deve convergir a uma taxa p + 1 para norma L2 e p para seminorma 
de Hl. Ja a formula.;ao descontinua de Baumann deve convergir a uma ta.xa p para p par 
(sub-6tima) e p+1 parap fmpar (6tima) em norma L2. Em seminorma de H1 deve convergir 
a uma taxa p, como elementos finitos. Nota-se que a combina<;ao de elementos continuos e 
descontfnuos e 6tima em seminorma de H1 e sub-6tima para p par em norma £2, tal como 
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Galerkin descontfnuo. Entretanto, os valores sao melhores que esse ultimo. 
EF DGBaumann Cont-Desc 
p 12 SemiH1 12 SemiH1 12 SemiH1 
2 2.8 1.9 1.8 1.8 1.8 1.8 
3 3.4 2.8 3.3 2.9 3.6 2.9 
4 4.1 3.4 3.6 3.4 4.0 34 
5 4.9 4.0 4.7 3.9 4.8 4.0 
Figura 10.32: Resumo da taxa de convergencia 
Observa-se a maior estabilidade do metodo de Galerkin descontfnuo. Isso em detrimento 
da continuidade da soluc;ao em alguns pontos. 
A utilizagao de elementos continuos combinadas com elementos descontfnuos mostrou-se 
consistente. A solugao e tao estavel quanto Galer kin descontfnuo na regiao da camada limite. 
Na regiao suave do domfnio (em que estao os elementos continuos), a solugao e melhor que 
a de Galerkin descontinuo. A utilizagao de elementos continuos e descontinuos combinados 
diminui o numero de equagoes do problema (133 equagoes) em relagao a formulagao de 
Galerkin descontinuo (144 equagoes). Refinando-se os elementos (refinamento h) o ganho no 
numero de equagoes torna-se mais expressive (ver tabela 10.1). 
I Numero de elementos I Galerkin descontfnuo I Descontfnuo e continuo I . 
16 144 133 
64 576 513 
256 2304 2017 
1024 9216 8001 
4096 36864 31873 
16384 147456 127233 
Tabela 10.1: Numero de equagoes para problema de camada limite 
p = 2 e refinamento uniforme da malha 
Capitulo 11 
Conclus6es e Considerac;6es Finais 
0 metodo de Galer kin descontfnuo mostrou-se bastante adequado para problemas de convecgao-
difusao. Nos problemas de camada limite testados, o metodo dispensa o uso de termos de 
difusao artificial (SUPG), necessarios para elementos finitos continuo. 
Com elementos finitos, as oscilagoes estao presentes em uma grande regiao do domfnio, isso 
e, as oscilagoes se propagam alem da regiao de forte gradiente. Ja com Galerkin descontfnuo, 
as oscilagoes sao restritas a regiao de forte gradiente, nao se propagando pelo resto do dominio. 
Alem disso, alinhando-se as interfaces entre elementos com a descontinuidade, nenhuma 
oscilagao e apresentada. 
Uma desvantagem do metodo de Galerkin descontinuo eo numero de graus de liberdade 
do problema, muito maior que o de elementos finitos. Foi adotada a estrategia de combinar 
os metodos de Galerkin descontinuo e elementos finitos para somar a vantagem de cada urn 
deles. Dessa forma, utiliza-se Galer kin descontinuo nas regioes de forte gradiente ou solugoes 
descontfnuas buscando-se a estabilidade da solugao. E nas regioes de solugao suave opta-se 
por utilizar elementos finitos, de modo a ter menos graus de liberdade. Essa abordagem 
mostrou-se adequada e a combinagao dos metodos mostrou-se consistente. 
A utilizagao de termos de penalidade mostrou-se boa para solugoes suaves, mas nao 
trouxe vantagens na camada limite. Pelos resultados obtidos, conclui-se ser melhor utilizar 
elementos finitos combinado com Galer kin descontfnuo do que utilizar termos de penalidade. 
Isso porque a utilizagao de termos de penalidade melhora a solugao suave ate se tornar 
equivalente a solugao de elementos finitos. Porem com mais graus de liberdade. Outra 
desvantagem dos termos de penalidade e a dependencia do seu valor ao problema resolvido. 
A comparagao dos metodos de Galerkin descontfnuo de Baumann e GEM - Global Ele-
ment Method - mostrou que, embora o GEM apresente taxas 6timas de convergencia, sua 
caracterfstica de nao positividade da matriz de rigidez dificulta sua resolw;ao. Neste trabalho 
optou-se pela formulagao de Baumann como preferida. 
Anexo A 
Espac;os de Aproximac;ao Descontinuos 
As bases descontinuas diferem-se das contfnuas em sua constru<;iio por nao exigirem continui-
dade entre elementos e tambem por nao serem definidas na fronteira entre eles, mas a direita 
e a esquerda dessa fronteira. Esse fato implica que uma simula<;iio descontinua necessita de 
mais fun<;oes (e conseqiientemente mais graus de liberdade) que uma simula<;iio continua para 
obter o mesmo espa<;o de aproxima<;iio. 
Constrw;ao de Bases Hienirquicas Descontinuas 
As fun<;oes de base descontinuas podem ser construfdas como: 
em que (x0 , y0 , z0 ) e um ponto no interior do elemento deformado, isto e, em coordenadas 
reais do problema. E, para limitar os valores das fun<;6es, pode-se normaliza-las como: 
k,l,m=O,l,2,3 ... 
em que 
Por simplicidade, pode-se escolher ainda C = MaxCx, Cy, Cz e assim as fun<;6es podem 
ser definidas como: 
(x- Xa)k(y- Yo)l(z- zo)m k l = 0 1 2 3 
Ck+l+m ' ' m ' ' ' · · · 
Um polinomio de grau n em uma variavel definida sobre o elemento fle toma a forma 
100 CAPITULO 11. CONCLUSOES E CONSIDERAQOES FINAIS 
(3 1 (3 (x- xo) ,.,_ (x- xo)
2 (3 (x- xo)n 
o+l C +~-"J C2 + ... +n en 
X X X 
ou ainda em tres variaveis 
















Figura 11.1: Base descontinua unidimensional- ordem 2 
Figura 11.2: Base descontinua bidimensional bilinear 
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